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1. Introduccién a los Problemas
del Analisis Numérico

1.1. Calculo de la raiz de 2

Se define la sucesion convergente siguiente:

1 2
:EO:2 xn+1:§ mn+x_

1.2. Algoritmo de Horner
Para minimizar las operaciones al evaluar un polinomio:
plz)=22" -T2 + 22 —x+ 1= (22> =N +2)z — Dz +1
Otra disposicion:
2 0 -7 2 -1 1

A=)

De forma normal se realizan n sumas y (n* + n)/2 multiplicaciones.
Con el algoritmo de Horner se realizan n sumas y n multiplicaciones.

1.3. Errores

Si p* es una aproximacién de p, definimos:
» Error absoluto como |p — p*|

lp — p*|

p|

s FError relativo como

(Para p # 0)

1.4. Aritmética finita

r®y=rdrdlx)+rdly)) xoy=rdrd(z)—rdy))

b}
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r®y=rdrdlx)rdly)) zoy=rd (:gg;)

Notemos que no se cumplen las propiedades basicas: t = 3,b = 10,2 = 3410,y =
4,87 2 =492
(x@y)Bz=xPz==x

r®(y®z)=12®9,79 = 3420

A la hora de restar cantidades muy similares, es recomendable multiplicar por el
conjugado.

1.5. Ejercicios

Los ejercicios relativos a este tema estan disponbles en la seccién 6.1.



2. Sistemas de Ecuaciones
Lineales

= Métodos directos: Llegan a la soluciéon en un nimero finito de operaciones.

= Métodos iterativos: Definen una sucesion que converge a la solucion.

2.1. Meétodos directos

Notemos que los sistemas de ecuaciones lineales (SELs) mas féciles de resolver son:

» Sistemas diagonales: Se obtiene la soluciéon facilmente despejando cada va-
riable:

bi
Dx=b x;=—
di;
» Sistemas triangulares: Que se resuelven por sustitucion progresiva o regre-
siva:

e Sistemas triangulares superiores: Uz = b (Si d;; # 0)

b 1 -
n=—— 1= — b — gy ] ie{n—1,...,1
T T Uu< Zujx]> i€{n }

u
n j=it1

e Sistemas triangulares inferiores: Lx = b (Si w;; # 0)

i—1
1
i =1

Diremos que dos sistemas Ax = b, Cx = d son equivalentes si 3 T € M, (K) regular
tal que TA=Cy Tbh=d.

2.1.1. Método de Gauss

Dado un sistema Az = b, lo transformaremos en otro triangular superior equivalente,
Ux = ¢, que resolveremos de la forma vista:

Si aj; # 0 = se fija la 1? fila para hacer ceros bajo aj:
—a
Multiplicamos la primera ecuacion por msy = 21

. —Q41
ecuacion. | m; =

ai

y se la sumamos a la i-ésima
an
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Repetimos el proceso con cada a;; hasta a,,,. Notemos que el método sélo funciona
sta; #0Vie{l,...,n}

Ejercicio. Resolver (t = 4,b = 10), (solucién: z = 10, y = 1):

0,003z + 59,14y = 59,17
5,291z — 6,13y = 46,78

Solucion: x = —10,y = 1,001

Para evitar errores, es necesaria una eleccién de pivotes:

= Pivotacion parcial: Se busca el coeficiente cuyo valor absoluto es mayor en
la primera columna. Dicha fila pasa a ser la primera, hacemos ceros bajo el
nuevo aq; y para elegir el pivote agy se repite el proceso.

= Pivotacion total: Se busca en toda la matriz el coeficiente cuyo valor absoluto
es el mayor. Dicho elemento se pone en aq; intercambiando filas y el orden de
las incdgnitas (columnas). Se hacen ceros debajo y repetir el proceso para ags.

Notemos que los métodos de pivotacién funcionan < A es regular.
Ejercicio. Resolver mediante aritmética de 4 digitos.

0,003000z + 59,14y = 59,17
5921z — 6,130y = 46,78

(0,003 59,1459,17) Fi=ma Fi+Fs (0,003 59,14 | 59,17 )

5,921 6,130 | 46,78 ma=— 29211974 0 —116700 | —116800
Por tanto,
—116800
=———~ 1,001
Y7 Toieroo

59,17 — 59,14y 59,17 — 59,20 _ —0,03 0
- 0,003 - 0,003 70,003

2.1.2. Factorizacion LU

Si se puede aplicar el método de Gauss sin intercambio de filas, habremos encontrado
n — 1 matrices triangulares inferiores tales que: M,, ;... MoM;A = U, siendo U una
matriz triangular superior.

» El producto de matrices triangulares inferiores/superiores es una matriz infe-
rior/superior.

» La inversa de una matriz triangular inferior/superior es una matriz inferior/-
superior.
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SiM=M, ;.. MboM,L=M"'= MA=U=A=LU
Tenemos que Ar =b< (LU)x=b< L(Uz)=b<s Ly=b< Ux =y.

La Factorizaciéon LU no es unica. Podemos seguir un estandar que si la haga tnica:
» Variante de Doolittle: [;; =1 Vi € {1,...,n}
» Variante de Crout: u; =1Vi e {1,...,n}

Para calcular la férmula de cada posicion de la factorizacién LU, desarrollamos el
siguiente esquema (Para la de Doolittle):

11 Aaiz2 i3 1 0 0 Uyp U2 U3
Q21 Q22 423 = loy 1 0 0 uge U
azr asz ass l31 I3 1 0 0 uss

La factorizacion LU no siempre es posible. Para ver cuando se asegura, se intro-
ducen los sisguientes conceptos:

Definicién 2.1 (Menor Principal). Sea A € M,,(K), el menor principal de orden k
de la matriz A es el determinante obtenido con las primeras k filas y k£ columnas de
la matriz.

Proposicién 2.1. Sea A € M,,(K). Tenemos que A admite factorizacion LU <=
A tiene todos sus menores principales no nulos con L y U regulares .

Definicién 2.2 (EDD). Sea A € M, (K), decimos que es Estrictamente Diagonal Dominante
(EDD) (por filas) si

n

lail > > layl Vi€ {1,...,n}
=1
Proposicién 2.2. Sea A € M,(K):
Si A es EDD = es invertible.
Si A es EDD = admite factorizacion LU (sin intercambio de filas).

Definicién 2.3. Una matriz simétrica se dice definida positiva si todos sus menores
principales son positivos.

Proposicién 2.3. Sea A una matriz definida positiva (y por tanto, simétrica) =
admite factoriazacion LU sin intercambio de filas.

Teorema 2.4. Si A € M,(K) es regular, entonces existe una permutacion de filas
tal que la matriz permutada admite factorizacion LU sin intercambio de filas.

Notese que podemos aplicar LU < Podemos aplicar Gauss.

Ejercicio. Obtén la factorizacién LU de:

2 3 5
A= 4 7 8
0
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Primero, veo el valor de los menores principales.
2 3
2] =2 ‘4 7‘—2 Al =—-7-2—-2-(-11)=8

Como todos son menores principales son no nulos, admite factorizacion LU.

2 3 5 1 0 0 U1 Uiz U3
A= 4 7 8 = l21 1 0 0 U292 U23
-2 0 -7 l31 l32 1 0 0 Uuss
U1y U2 U13
= | laun  lauie + ug lo1u13 + ugs

ls1urn  ls1uie 4 lsouon  l31u13 + l32u93 + uss

[gualando componentes:

( 'LLH:Q
U,12:3
u13:5

l21u11 =4 — l21 =2
loruig 4 U =7 — ugy = 1

l21U13 + U9z = 8 — Uo3 = —2

l31u1; = =2 — I3y = —1

I31u12 + l3U90 = 0 — I35 = 3

ls1u1s + l3oups + uzg = —7 — ugz = 4

\

Por tanto, y tras igualar componentes,

2 3 5 1 00 2 3 5
A= 4 7 8 = 2 10 01 -2
-2 0 -7 -1 3 1 00 4

2.1.3. Factorizacién de Cholesky
Sea A € M, (K), podemos intentar factorizarla de la forma: A = LL":

@11 aiz2 Qi3 lii O 0 lin L lig
Q21 Q22 A3 = log lye O 0 Iy l23
asy asy ass l31 l3o 33 0 0 lIs3

Proposicién 2.5. A admite factoriazacion de Cholesky < A es definida positiva (y
por tanto, simétrica).

Observacion. La factoriazacién de Cholesky es estable numéricamente.

2.2. Normas vectoriales y matriciales

Definicién 2.4 (Norma). Dado un espacio vectorial £, una norma es una aplicacién
| -] : £ = R que verifica:

10
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1. |lz|]| = 0 Vx € E. Ademas, ||z|| = 0 < = = 0. (Definida positiva)
2. ||ex|| = |c|||z]| Ve € K Ya € E. (Homogeneidad)

3. ||z +y| < ||l=|| + ||y]| Vz,y € E. (Desigualdad triangular)

Ejemplo. Sea z = (z1,...,2,) € R™

» Norma 1: ||z|; = |z1]| + ... + |24

» Norma 2: ||z]|s = /2?2 + ... 22.
» Norma infinito: ||z|lcc = méax{|z1|,...,|z.|}
Ejercicio. Demostrar que || - ||; es una norma.

Demostracion. Ha de cumplir las tres propiedades:

1. ||lz|li = |x1] + -+ - + |zn| = 0, ya que es la suma de elementos positivos.

Ademas, es necesario ver que ||z||; =0 <=z = 0.

2]y =0 <= |z1| + -+ |2p| =0 <= |21 = - = |2, = 0
—r==x,=0<—2x=0

2. Veamos si ||cz||; = |¢|||z|]x

e[y = lexa| 4+ - - + |exa| = le|(jea] 4 - - + |2n]) = le]||2]]
3. Veamos la desigualdad triangular.
lztylls = [zt |+ - Flontyn] < [zaf+yl+ - Flznl+yal = lli+H]ylh

m
Ejercicio. Demostrar que || - || es una norma.
Demostracion. Ha de cumplir las tres propiedades:

L. ||z]|oo = méax{|z1],...,|za|} = 0, ya que todos los elementos son positivos.

Ademés, es necesario ver que ||z||o = 0 <= z = 0.

|Z]|oo = 0 <= max{|x1],..., |20} CRI =0<= |z1| =+ = |1,| =0
<—rn==x,=0<«<—=2x=0

2. Veamos si ||cz||oo = |¢||]|2]|oo
llealloo = max{|cz, ], ..., [exn|} = || max{|a],.. . Jzal} = [e][[2]]o0

11
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3. Veamos la desigualdad triangular.

< méx{|zl,. .. [zal} + méx{{uil, . [yal} = [|2]loo + [|Yl]oo

]

Teorema 2.6 (Equivalencia de normas). Sea E un espacio vectorial, todas las nor-
mas vectoriales son equivalentes:
Dadas || - |la, | - lo, 34, B 2 0 [ Aljz[la < ||z]lp < Bllzlla V2 € E.

Ejemplo. En R™ :
|z]|oo < [Jz]l1 € nfj2|s V& € R"

Definicién 2.5. Dado un espacio normado E, decimos que la sucesion {x, },>0 C E
converge a € E en norma <= lim ||z, — z|| = 0.
n—o0

La convergencia es independiente a la norma elegida, puesto que todas son equi-
valentes. La convergencia vectorial es equivalente a la convergencia componente a
componente.

Definicién 2.6 (Norma Matricial). Definimos una norma matricial como una apli-
cacién || - || : M, (K) — R que verifica:

L. ||A] > 0VA € M, (K). Ademés, ||A|| =0« A = 0. (Definida positiva)
2. [|cA|| = ||||A|| Ve € K VA € M,,(K). (Homogeneidad)
3. [|[A+ B|| < ||A]| +||B|| VA, B € M,(K). (Desigualdad triangular)

4 [[AB| < [[AlllB|| YA, B € M, (K)
Notemos por tanto que [|A*|| < ||A|*

Definicién 2.7. Dada una norma matricial |||, se define la norma matricial inducida
(o subordinada) en la forma:

IIAJJII

o Tl

IA[l =

Proposicion 2.7. Se verifica la siguiente igualdad:

Al = méx [|Az]|
z / ||z||=1
Demostracion.
A 1
ma AT e gy = maXHA | = max [|Az|
w#0 |z a0 |z =] " Jel=t

12
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Proposicion 2.8. Dada la matriz A, demostrar que:
n

1Al = méx > ay]
Jj=1,..,n —

n
Demostracion. Sea M = Arr%éx E la;j| y z € R, 2 #0.
J: 7"'7n
i=1

La componente i-ésima de Ax es:

n

(Az); = apnx1 + -+ + AinTy = Z AT

=1
Por tanto:
n n n n n n n
[Az|[ =Y 1> aige| <D0 aglle| =D (Z |%‘|> ;| <Y Mla;| =
i=1 | j=1 i=1 j=1 7j=1 =1 7j=1
n
M ;| = M|l
j=1
Es decir,
Ax
el < el — [l <
1

Como esto es cierto Vo # 0, también es cierto para el maximo.

<M (2.1)
Supongo que el maximo de M se alcanza en j = k.
M= lail
i=1
Como esto es cierto Va # 0, tomemos e = (0,...,1,...,0), con ||ex||1 = 1,
1 Aex|l = [|(aak, - ane)ll = D law| = M
i=1

Como hemos visto en la Ec. 2.1, el maximo es < M. Como hemos visto un vector
v # 0 que cumple que el maximo es igual a M, entonces:

. NAzlh N
||Al]; ;= max =M = méx E ;]
x#0 Hle j=1,...,n 4

Proposicion 2.9. Dada la matriz A, demostrar que:

n
[Alleo = méx > Jay|
i=1,...,n

Jj=1

13
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n
Demostracion. Sea M = méx E lai;| y x € R",  x #0.
i=1,...,n &
Jj=1

La componente i-ésima de Ax es:

n

(Aﬁ)z =anT1+ -+ @y, = Z Qi T

j=1
n n n
[(Az)i| = D aya;| < lagllas] < o]l Y lag] < [l M
j=1 j=1 j=1
Por tanto:
I | 1Az
|Az][oo = méx{|(Ax)1],. .., [(Az)s|} < |Jx]]M = I M
o0
Como esto es cierto Vo # 0, también es cierto para el maximo.
A
MMl 0

220 |[2]]oo

Supongo que el maximo de M se alcanza en i = k.

n
M =" |ay|
j=1

Como esto es cierto Va # 0, tomemos ¢ € R", con ||t||oc = 1, de forma que su
componente i-ésima sea:

para algin h € {1,...,n}

ti = sgn(ak;)

HAtHoo = H (Zaljt]’,...,zan]’t]’) :méx{ Zaljt]’
j=1 j=1 00 J=1

Z aijtj

j=1

n
E ap;t;
j=1

g e ey

n
E it
j=1

= max
i=1,...,n

Por tanto, sabemos que

|A]|o0 = Zahjtj =M (2.3)
j=1
Ademads, como ||Az||o < ||z||M, para z = t,
1At |oo < [[tl]ccM = M (2:4)

Por tanto, por las ecuaciones 2.3 y 2.4, ||At||oc = M. Ademads, se comprueba
también que h = k.
Como hemos visto en la Ec. 2.2, el maximo es < M. Como hemos visto un vector
t # 0 que cumple que el maximo es igual a M, entonces:
|| AZ||o

n
Al = e g = M = s, o
]:

14
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No todas las formas matriciales son inducidas. La norma de Frobenius es un ejemplo
de ello:

Definicién 2.8 (Norma de Frobenius). Definimos la norma de Frobenius por:

[Allr =

siendo A* la conjugada de A.
Veamos que no es una norma inducida.
Lema 2.10. La norma de Frobenius no es una norma inducida.

Demostracion. Sea A = 1.
1]l =+/n

Sin embargo, calculando la norma inducida de A,

T LRy 1
2ol S el

Por tanto, para A = I, y n > 1, se demuestra que la norma de Frobenius no es
inducida. Debido al contrajemplo, se generaliza a cualquier matriz. O

Observacion. Si una norma es inducida = ||I]| =1

Corolario 2.10.1. Dada una norma vectorial y su matricial inducida, se verifica:

l4z]| < | Allllzl (= mdx || Ax]])

Definicién 2.9. Dada una norma vectorial || - ||, y una matricial || - ||, decimos
que ambas normas son compatibles si VA € M, (K) y Vo € K" se verifica:

[Azlly < [[Allarlllo

Proposicién 2.11. Dada una norma matricial || - ||a, siempre eziste una norma
vectorial compatible con ella.

Demostracién. Definimos para cualquier |||y ¢ ||2]|o = ||z(v*)!||ar (donde v* = (1,0,...,0)).
Veamos que es una norma:

v ||z]|, = 0 <= ||z]|, = ||z(v*)!||amr = 0, cierto ya que es una norma matricial.

Ademés, vemos que ||z||, =0 <= x =0
1z, =0 <= [lz(v*)'||My =0 <= z(v*)' =0 <=2 =0
o lezlly = lelllz]ls <= [lex (™) |la = lell|z(v") |lar = lell]z]]

=yl < llellotliylle <= eyl = ll(+y) ()l = (207 +y(07) I <
[ (0™) [ + [y ) lar = [l + [lyllo

15
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Veamos ahora que son compatibles. Para ello, comprobamos que ||Az||, < ||A]|a]|%]]o

[1Az[lo < 1Allallzlo <= 1] Az]lo = [I(Az) (") |ar = [|A(z("))]ar <
< Al @) 1w = 1Al

]

Observacion. La norma de Frobenius es compatible con la norma Euclidea.

I 1le s lzllo = llz@) v = llzf2 Vo € R”
Notemos que:
A
| Al| s = méx Az, = || - lar v || - ||o son compatibles.
w20 ||,

Pero sin embargo el contrarreciproco es falso.

2.2.1. Valores y vectores propios

Definicién 2.10 (Valor Propio). Sea A € K. Decimos que A es valor propio de
Ae M,(K)< JveK\ {0} | Av = Iw.

En dicho caso, v es un vector propio asociado al valor propio A.

Algunas definiciones importantes son:

Polinomio caracteristico: p(A) = det(A — AI)

Ecuacién caracteristica: p(A) = 0

Espectro: 0(A) ={A € K | p(A\) =0}

Radio espectral: p(A) = max{|\| | A € o(A)}
Proposicion 2.12.
VA € My (K) V]| - [l = p(A) < [[Allm

Demostracion. Si A € o(A) y v es un vector propio de A, construimos M =
(v,0,...,0).

Como v # 0= || M|y #0

Ademds: AM = (Av,0,...,0) = (A\v,0,...,0) =M

Por tanto:

[AM ||ar = [[AM [ar = [A[[[M]|as

IAM][ s < | Al ar ]| M| ar } = (MM [lar < ANl al| M|

Como [|M|lar # 0 = [A] < [|Allar VA € 0(A) = p(A) < [|Alla O
Proposicién 2.13.

VA € M,(K)p(A) = inf {||A]|y}

Il ar

16



MN I 2. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Definicién 2.11. Decimos que la sucesion {Ay}rso converge a una matriz A €
M,(K) si 3| - ||ar tal que:
k—o0

Notemos que, como todas las normas de dimensién finita son equivalentes, la
convergencia es independiente de la norma elegida. La convergencia matricial es
equivalente a la convergencia componente a componente.

Proposicién 2.14. VA € M, (K), son equivalentes:
1. {Ak}k>0 — 0
2. 3 Nlar VAl <1
3. p(A) <1

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

2. = 3.) p(A) = inf {||Al[m}

Il ar

1. = 3.) Sea A € 0(A) y sea v un vector propios asociado: {A*v} = {\*v}
Por tanto, si {A*} — 0= {\v} - 0ycomov#0=|\<1

2. = 1.) Suponemos que || Ay < 1 luego:

3 k < g k — g k — k
Jim A% < lm [JA]ly, = 0= lim [[A%{|a = 0= {A"} =0

2.2.2. Condicionamiento

Sea A € M,(K) una matriz regular, consideramos el SEL: Ax = b, con solucién
x = A7'b. Si alteramos b, obtenemos b*, tenemos que z* = A~1b*.
Tomando normas calculamos el error:
[b— b7

lz — 2| < A — 7| = IIA_1||||AJJIIW

[l — 7]

]

16— 6"l

< ATHI1A] T

Y por tanto:

Definicién 2.12 (Ndmero de condicién). El nimero de condicién de una matriz
regular A € M, (K), k(A) se define como:

k(A) = AlA™Y|
Siendo || - || una norma matricial.

Lema 2.15. Dada A matriz cuadrada, tenemos que:
k(A) > 1

17
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Demostracion.

k(A) = | AATY] = [[AA7Y| = |11]| > 1
[All = (AT < [[AIZ]F = (2]F = 1

Tenemos que el sistema se computard peor cuanto mayor sea k(A).
Para k(A) ~ 10%, esperamos una pérdida de k digitos significativos exactos.

2.3. Métodos iterativos

Dado un SEL Az = b, la idea de los métodos iterativos es transformarlo en uno
equivalente de punto fijo: © = Bx + ¢

(Az=bsr—ao+Arv=besr=c—-Az+bsar=(1—-Azx+0D)

Dado un z(©) arbitrario, construiremos la sucesién: 2+ = Bz(¥) 4-¢. Si esta sucesién
converge, lo hara a la solucién de nuestro sistema.

Definicién 2.13. Un método iterativo se dice convergente si lo es la sucesién {z(*)},
generada por dicho método.

Teorema 2.16. Dado el método x*+1) = Bz 4 ¢ si existe una norma matricial
tal que ||B|| < 1(& p(B) < 1), entonces el método es convergente.

Demostracion. Sea s la solucién de nuestro SEL: As = b < s = Bs + ¢. Entonces:
[o®) = || = [Bz*D 4 ¢ — (Bs + o)|| = || B@®) — )| < | Bl — |
Si repetimos el proceso k veces: ||z — s|| < || B|F||#@ — s||
Tomando limite:

lim |lz® — || < lim || B||*||z® — s|| =0
k—-+o00 k—-+o0

O

Teorema 2.17 (Criterio de Pausa). Dado el método 1) = Bx™ + ¢, si 3| - || |

|B|| <1 entonces:

IBI o e
2 — o] < L lle® — a0V
5]

Demostracion. ||z — s|| < ||B|||lz*~Y — s|| = ||B]|||lz*Y — 2®) 4 2®) — 5|| <
Bl — ] 4 2 — )
Luego: [a® — s|| < [ Bl = 2] + | B] |+ — s|

l2® = s = [|B[[[lz® — s|| < | B[[[lz*+ — 2™

(1= ||BIDz® = s|| < | B||||z® — 2%
Sil—||B|| >0« |B| <1 Entonces:

1Bl

B (Ed | BNTINO R(SSY
1—HBIIHI I

12 — 5] <

18



MN I 2. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Dicho teorema nos permite exigir un minimo de precisién (tolerancia) en el célculo

B
de s. Si queremos una precisién de 107%: ||z —s|| < 1”—HHBHH$U€) —2*D| <1074

2.3.1. Meétodos de descomposicion

Dado un SEL Ax = b y una matriz () invertible llamada matriz de descomposicion,
podemos escribir el SEL como: (Q — (Q — A))x = b luego:

Qr=Q-Ar+berz=Q(Q-Azr+Q bver=I-Q 'A)r+Q'b

con la que escribimos la sucesién z*+D = (I — Q=1 A)z® + Q~'b.
El vector inicial suele ser z(?) = 0.

Cada método iterativo se define por la eleccion de @ (Podemos escribir A como
A=D+L+U):

» Jacobi: Q=D=A=D+(L+U)
™) = D (L — (L +U)z™ +b)
» Gauss-Seidel: Q=D+ L=A=(D+L)+U
g* ) = (D + L) (=Uz™® +b)

» Relajacion: Q =w ' (D+wl)=>A=(w'D+L) 4w (w-1)D+U
e® ) = (D +wL) N (=Uz® +b) + (1 — w)(D + wL) ' Dz®)

Ecuaciones de cada método:

(k+1) 1 - (k)
ZL’i = a— (bi—Za,-jxj >

s Jacobi:

» Gauss-Seidel:
i—1 n
k1) 1 (k+1) (k)
j=1 j=1+1

Ejemplo. Dado el siguiente sistema, obtener las ecuaciones de los métodos iterati-
VOs:

3r+2y=>5
r+2y=3

s Método de Jacobi

LD _ %(5 — 9y

1
y(k+1) _ 5(3 _ m(k:))

()= 3 () (22)

19
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MN I 2. Sistemas de Ecuaciones Lineales

s Método de Gauss-Seidel:

Similar al anterior pero mas rapido (dado el mismo SEL):
(k1) _ L (®)
= 5(5 —2y™)
(k1) _ 1 (k+1)
yor = 5(3 — )
gD\ 0 —2/3 k) (33
ykt) )0 1/3 y k) 2/3

Teorema 2.18 (Convergencia de Jacobi y Gauss-Seidel). Si >

Es decir:

Yil<ivie
j=11 G

{1,...,n} (es decir, A es EDD), entonces los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

convergen.

Puede ocurrir que uno sea convergente y el otro no.
Si ambos lo son, el mds rdpido es el de Gauss-Seidel.

Demostracion. Sea By la matriz del método de Jacobi:

0 —ai2 —Qin
ail ail
—a21 O —a2n
B . a2 a2
J — . . . .
—Qn1 —Qan2 0
ann ann e

Como A es EDD = ||By||o < 1 = converge.

Consideramos Bg y x,y € R" | |||l =1 A y = Bgx. Probemos que [|y||c <

n

|a |

Para k= 1: [y| < - 2 laigllzs] < flllee Z >
J:

Sea cierto hasta k — 1:

k—1 n
1
RS ol (Z’aijyj’ + > ]aijxj\) <

j=1 j=k+1

j=k+1

1
< o] (Damlm 2 |akjmx||oo) < o 21 <€ =
j#k

= Iyl < C = |Bell = mix Bl < C
[]

Teorema 2.19. Si A es definida positiva (y por tanto simétrica) entonces el método
de Gauss-Seidel es convergente.

Observacion. Cabe destacar los siguientes aspectos:

20
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= Al aplicar una operacion elemental al inicio podemos hacer que varie la con-
vergencia de los métodos, podemos hacer que deje de ser EDD o modificar el
radio espectral.

» Cada iteracién de un SEL n x n realiza n? operaciones en los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel.

Ejemplo. Obtener las ecuaciones iterativas del siguiente sistema:

2:E1+3332—£B3:O
3x1 + 9519 +4x3 =17
x1—2x2+5x3:3

Despejando,
1
r|y = —=T9 + —X3 + 3
5 1 7
Ty = —?6'1 - 51“3 +§
= -z Zzo+ =
BT TR T Ty
Método de Jacobi:
3 1
2D % o0 4 zxw) 43 D
7 T2 2
Iék—H) = —§x§k) - gxék) + § BJ - _% (2) _g
—= 0
(k+1) _ (k) k) | 2 5 5
s 5T Tty
Método de Gauss-Seidel:
3 1
xgkﬂ) = ——:ng) + —xgk) +3
32 24 7
xék—l—l) _ __x§k+1) B _xz())k) 4!
15 25 53
k41 k41 k41
xéJr):—ga:ng)—i-ga:ng)—i—g

2.3.2. Meétodos de relajacion
Basados en la descomposicion A = L+ D + U:

w w

-1
A=1L+ D+———D+U:>x(’“+1 <L+ D) @—@——D+U) )

Ecuaciones:
(k+1 (b B Zaw (k+1) Z aijx§k)> (1 w)xl(k)
j=i+1

Que son w por las ecuaciones del método de Gauss-Seidel mas (1 — w)x§k).
Siw = 1= el método es igual a Gauss-Seidel.

Siw < 1 hablamos de un método de subrelajacion mientras que si w > 1 hablamos
de un método de sobrerelajacién.
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Teorema 2.20. El método de relajacion sélo puede ser convergente si 0 < w < 2
(Si converge = 0 < w < 2)

Demostracion. Sea B, = — (L + %D)_1 (=1D 4 U) (las dos triangulares)

w—1

det(B,) = (—1)"w"det(D) ™" (—) det(D) = (1—w)" = det(B,,) = H |Ai] = |[1—w]|”

Luego p(B,) 2 |1 —wl| ya que si p(By) < |1 —w| = [][A] < p(Bu)" < [1 —w]|”
i=1
Por tanto: p(B,) < 1=l -w|<1=0<w<?2 O

Teorema 2.21. Si A es EDD y0 < w < 1 = el método de relajacion es convergente.

2.4. Ejercicios

Los ejercicios relativos a este tema estdn disponbles en la seccion 6.2.
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3. Interpolacion Polinémica

Problema general de interpolacion

Sean n+1 datos experimentales {(zo, %), (z1, Y1), - - -, (T, Yn) } (con z; # x; sii # j).
El problema general de interpolacién consiste en encontrar una funcién g(z) tal que

Gréficamente, esta condicién significa que la curva que representa a g(z) pasa por
los puntos previamente especificados.

Buscamos funciones g(x) que posean ciertas propiedades como por ejemplo:

Que sea facil de evaluar.

Simple de calcular.

Suficientemente regular.

Fécil de almacenar.

Como podemos observar, los siguientes tipos de funciones cumplen las condiciones
indicadas:

» Interpolacién polinomial: g(z) € P,
» Interpolacién por funciones spline: g(z) € S, (xg, 1, ..., z,)
» Interpolacién trigonométrica: g(x) € V = (sin(jx),cos(jz);j € {0,1,...})

» Interpolacién racional: g(x) € R, = fz% | p(z), q(x) € P,}

La finalidad de encontrar una funcién g(x) que interpole a otra f(x) en los pun-
tos xg,x1,..., T, es la de aproximar la funcién f(x) en cualquier punto x € [a, b].
Aplicaciones de la interpolacion:

= Trazado de curvas suaves que pasan por una serie de puntos.

Evaluacion de una funcion complicada f.

Construccién de librerias de funciones matemaéticas.

Aproximacién de la derivada (o la integral) de f(z) mediante la derivada (o
integral) de g(x).

23



MN I 3. Interpolacion Polinémica

Definicién 3.1. Supongamos que se conocen los n + 1 valores que toma una
funciéon f(z) en los puntos {zg,z1,...,2,}. Se dice que g(x) interpola a f(z) en
{zo, x1,..., 25} si:
g(x;) = flx;) Vie{l,...,n}
Gréficamente, esta condicién significa que las curvas que representan a f(x) y
g(x) se cortan en los puntos {xg, z1,...,2,}.

3.1. Meétodo de Coeficientes Indeterminados

Teorema 3.1. Dados n+1 puntos (z;,y;) Vi € {1,...,n}, existe un inico polinomio
de grado menor o igual que n, p,(x) que interpola a estos dados, es decir:

pol(xy) =y, Vie{l,...,n}

Demostracion. Sea p,(x) = ag + a1z + ... + a,x™. Aplicando que p,(x;) = y; Vi €
{1,...,n} se tiene:

ay + ary + ... + apxi = Yo
a + ari + ...+ apx? = yi
ay + wmxT, + ... + a,T, = Yy

Se trata de ver que el sistema anterior es compatible determinado. El determinante
de la matriz de coeficientes del sistema es el determinante de Vandermonde:

1 xo 23 ... af
1z 22 ... ¥
V(zg, x1,...,2Ty) = .

Que verifica:

V(xo,:pl,...,xn):H(mi—a:j) F0Sz, #z,;,Vi#£j

i>j
O
Ejemplo. Interpolar mediante un polinomio los siguientes puntos:
zi|—1 0 1
yi| 2 12

» Primera solucién, usando la base {1, z, z?}.

Sea el polinomio buscado py(z) = ag + a1 + asz?. El sistema de ecuaciones
que me queda es:

pa(=1) =2 a —a1 +ay =2 ap = 1
p2(0) =1 — aqp =1 }= a1 =0
p2(1) =2 ap +ar +ay =2 as = 1

Por tanto, el polinomio buscado es py(z) = 1 + 2.
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» Segunda solucién, usando la base {1,z + 1, (z + 1)x}.

Sea el polinomio buscado pa(x) = by + by(z + 1) + be(z + 1)z. El sistema de
ecuaciones que me queda es:

pa(—1) =2 bo =2 by =2
p(0) =1 p = by +b =1 p = b =-1
pa(1) =2 bo +2by +2by =2 by =1

Por tanto, el polinomio buscado es py(x) =2 — (v + 1) 4+ (x + 1)z.

Tienen distinta expresién al anterior pero son el mismo polinomio.

3.2. Método de Langrange

Definicién 3.2 (Polinomios de Lagrange). Para 0 < k < n, se definen los polinomios

de Lagrange como:
e
[ = ’
k(@) = 11 p—

que son polinomios de grado n y verifican:

1 k=
lk(xj)Z(Skj:{ 0 k#;

Notemos que {lx(z); k € {0,1,...,n}} constituyen una base de P,.

Teorema 3.2. El polinomio p,(x) que interpola los datos {(zo,vo),- -, (Tn,yn)} se
escribe como:

pa(r) =D yli()

y se denomina formula de Lagrange.

Demostracién. Demostramos, en primer lugar, que p,(z) € P,
i=0

Demostramos ahora que cumple con las condiciones de interpolacion, es decir,
que pasa por los puntos indicados.

Pu(x5) = Yeletai) + -+ - + y;li(x)) + -+ + yabnty) = y;li(x;) Vi =0,....n

Ventajas
= No hay que resolver un sistema de ecuaciones.

= Los polinomios bésicos de Lagrange no depende de nada més que de las abs-
cisas.
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Inconvenientes
= No es recursiva: si anadimos un nuevo punto hemos de rehacer los calculos.
= Es inestable numéricamente.

Ejemplo. Interpolar mediante el método de Lagrange los siguientes puntos:

z; | -1 0 1
yl\ 2 1 2
(o) = Ema@ =) | @-0e=1) _ -1
’ (xo — x1) (w0 — 22) (=1-0)(-1-1) 9
L(z) = (z — 20)(z — x3) _ (x+1)(z—1) _ (z+1)(z—1)
' (w1 — x0) (21 — 22) (0+1)(0—1) 1
lo(2) = (x — xo)(z — 1) _ (x4 1)(x —0) _ z(z+1)
2 (rg — o) (z2 —21)  (1+1)(1-0) 2

Por tanto, el polinomio queda:

L r(r—1) (x+1)(x—1) (x+ 1)z
() =2 5 +1 | +2 5

3.3. Meétodo de Newton

P2

Dados n puntos, calculamos su polinomio de interpolacion y dados n + 1 volvemos
a calcular su polinomio:

{(z0,%0) > (Tn-1,Yn-1)} = Pn1(x)

{(@o,%0), -+ (Tn, Yn) } = Pul2)

Definimos una nueva funcién como la diferencia de ambas:
h({lf) = pn(‘r) _pn—l(x) S ]Pn
h(zi) = pn(2i) — pna1(zs) =y —y; = 0Vie {0,...,n — 1}

Por tanto, cada z; es una raiz de h(x) Vi € {0,...,n — 1}:

h(z) = Dy(x — x0) ... (x — 25 1)

h(l’n) = pn(wn) - pnfl(xn) =Yn — pnfl(mn) . Yn — pn—l(xn)
h(z,) = Dy(zn — x0) ... (T — xp_1) } = Dn = (Tn — T0) ... (T — Tp_1)

Teorema 3.3. Sea p,_1(x) el polinomio que interpola los datos (z;,v;), 1 =0,...,n—
1 y sea pp(x) el polinomio que interpola a los mismos datos y ademds (x,,y,). En-
tonces
Pn(T) = pn—1(x) + Dyp(x — x0) ... (T — 2p—1)
donde
Dn — Yn — pn—l(xn)
(X — x0) -+ (Ty — Tp1)
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Demostracion. Sea h(z) = pp(x) — pn—1(z) € P,,. Tenemos que
hMzi) = po(zs) = pna(z) =yi—y; =0Vi=0,...,n—1

Como el grado maximo de h es n, y ya hemos encontrado n raices distintas,
entonces el polinomio queda como:

h(z) = Dy(x — x0) ... (x — Tp1)

Calculemos ahora D,,. Como el polinomio pasa por (z,, y,):

h(zn) = pu(®n) = Pn-1(Tn) = Yn — Pn-1(2n) - Yn — Pn-1(zn)
h(xn) = Dn<xn - CCO) ce (xn - xn—l) } = Dn= (an — iL‘o) - (:L’n — xn,l)

O]
Corolario 3.3.1. Como consecuencia se tiene:
pn(x) = Do+ Di(x —20) + ... + Dp(x — x0) ... (T — Tp1)

Donde cada Dy sdlo depende de los puntos {(xo,yo), - - -, (Tk, Yx) }-

Ejemplo. Buscar el polinomio de grado 2 que interpola los puntos:

zi|-1 0 1
yi| 2 12

po(x) = Do+ Dy(x — zg) + Do(x — xo)(x — 1) = Do+ Di(x + 1) + Do(z + 1)x

Aplicamos las condiciones de interpolacién y tenemos que:

pg(—]_) =2 Do = 2
pQ(O) =1 = D() + Dy =1
pg(l) =2 D() + 2D1 + 2D2 = 2

pe(z) =2—(z+ 1)+ (z+ 1D

Notemos que la expresién cambia si alteramos el orden de los puntos (el polinomio
1n0).

Definicién 3.3 (Diferencias divididas). Al coeficiente Dy, = flzo, ..., x| se le llama
la diferencia dividida de orden k.

Por tanto, el polinomio p,(x) que interpola los datos {(zo, %), - - -, (Zn, Yn)} se escribe
como:

pn() = flzo] + flro, z1](x — 20) + flz0, 21, T2)(x — 20) (T — 21) + ... +

+flzo, z1, .., ) —20) (T —11) .. (B — T y) =
!

I
—

:f[xo]—i—Zf[xo,...,mk] (x — ;)

.
o

Propiedades de las diferencias divididas:
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» Simetria: Si notamos 7(z) = (z — 29) ... (x — x,), se tiene que:

f[x():"'axn]: f/( )
™ (Z’Z)
=0
= Ley de recurrencia:
f[xo’“.7xn] _ f[xla'-wmn] - f[xﬂw"axn—l] Zo 7& T
Tp — X

fle) =y Vie{l,...,n}

Gracias a esta ultima ley, podemos construir la tabla de las diferencias dividas:

o | flxo]
f[I‘o, xl]
x| flza] flzo, 21, 2]
flz1, 2o flzo, z1, 22, 73]
Ty | flro] flz1, 2o, 3]
flza, 3]
3 | flws]
Ejemplo. Interpolar mediante el método de Newton los siguientes puntos:
zi|—1 0 1
yi| 2 12
Usando la Ley de Recurrencia:
z; | flwi]
-1 2
f[=1,0] =-1
_ 1=
0 1 f[-1,0,1] = =D 1
flo,1] =1
1 2

Por tanto, el polinomio queda:
po(z)=2—(z+ 1)+ (z+ 1D
Ejemplo. Interpolar mediante el método de Newton los siguientes puntos:

zi|—1 0 1 2
y| 0 129

Usando la Ley de Recurrencia:

-1} 0
1
0 1 0
1 1
1 2 3
7
2 9
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Por tanto, el polinomio queda:

ps(z) =0+ 1(z — (=1)) + 0(z — (=1))(z — 0) + L(z — (=1))(z — 0)(z — 1)
=(x+1)+(z+Dx(z—-1)

Lema 3.4 (Aitken). Sean los datos (zo, f(20)), - -, (@n, f(2,)). Denotemos por py, ... 2, ()
el polinomio que interpola los n primeros, y sea Py, ..., (x) el polinomio que interpola
los n ltimos. Entonces, el polinomio que interpola todos los datos p,(x) se puede
escribir de la forma

(= 20)Pay,. o0 (T) = (T — T0)Pao,...zn 1 (X)

Demostracion. Definimos

o) = (1) = )y (1)

ePlP,

Verificamos ahora que se cumplen las condiciones de interpolacion.
Para i # 0,n,

h([L’Z) _ (CUZ - xo)pzl ..... ZTn (J7z> - (ZEz - I”)piﬂoy-..@n,l(l}‘)

Tp — o B
| ) (@) = (= m)f @) () )
ITn — X Tn — X !
Para ¢ =0,
h(ao) = (o — 20)Pay,....wa (T0) — (L0 = Tn)Pay, ..., (o)
Tn — o
_(xO - mn)]):c ,,,,, Ty — (ZE())
T —OJZO : = Pzo,....xn—_1 (.To) = f(*rO)
Para i = n,
o (xn - xO)pwl ..... Tn (xn) (xn - xn)pzo ..... Tpn—1 (xn) o
h(z,) = =
ITn — Zo
(xn - 1’0)]9951 ..... Tn (xn> o
T, — To Pzy,....xn (wn) f(xn)
L]

Notemos ademas que:

pn(x) = flzo] + flro, z1](x — x0) + ... + flxo, .., Tu)(z — x0) ... (¥ — 1)

El término del coeficiente lider de p,(z) es f[zo, ..., x,] para cada n:

f[ff(),..,’l‘n] — f[$17“'7xn]_f[l'o,...7xn_1]

Tn — o

Por tanto, los coeficientes del polinomio de interpolacién seran las diferencias dividas

Ventajas de la féormula de Newton:
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= Los coeficientes de la formula, las diferencias divididas, se pueden calcular
recurrentemente a partir de la tabla anterior.

= La férmula es recurrente, si anadimos un punto sélo hay que calcular una nueva
diagonal en la tabla de las diferencias divididas.

s La formula se puede evaluar mediante un algoritmo andlogo al esquema de
Horner.

Ejemplo. Interpolar mediante el lema de Aitken los siguientes puntos:

zi|—1 0 1
yi| 2 12
Usando el Lema de Aitken:
xog=—1|py(x) = f(x0) =2
) _ (x—20) Poy (z)—(x—21) Py (%) _ (z+D1-z2 —r+1
0,71 x1—x0 1
r1=0 |pg(x)=flx;)=1
P _ (@2 Py (@)= (@—22) Py (2) _ 22-(@=11) _ . +1
T1,T2 ro—x1 1
To =1 | pg(x) = f(xs) =2
— P (JJ) _ ("E - ZL‘O)PCCL@(:L‘) - (I - xQ)Pxo,x1(x) _
T0,71,22 Ty — T
1 1) —(x—1)(— 1
_@EDE+) - @Dl

2

3.3.1. Forma de evaluar el polinomio de Newton

Newton Horner
Para realizar el menor niimero de operaciones:

pn(x) = flzo] + flzo, z1](x — o) + ... + flxo, .., z0)(x —20) ... (x — Tpq) =

= flzo] + (x — o) [flzo, 1] + (x — 21)[. . . (x — Tpe1) flTos - -y T - - ]

Para evaluar nuestro polinomio p,(z) en el punto x:

bn :f[x[))--'amn]
bn—l = bn($ - xn—l) + f[ﬂ?o, B axn—l}

é)l = bg(l’ — 331) + f[l’o, I’l]
pa(x) = by = by (x — ) + flwo] )
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3.4. El error de interpolacion

A la hora de interpolar un polinomio, podemos calcular el error que cometemos
si conocemos el polinomio mediante la féormula:

E.(fix) = [f(x) — pa(2)]
Ejemplo. Calcular el error al aproximar la funcién f(x) = e* sabiendo que:

flz) |1 e
Aproximando mediante el método de Newton,

fz1) = f(wo)

Py(x) = flzo] + flwo, w1)(x — x0) = f(0) + T, — Tp

(x — xp)

e—1

=1
+1—O

(x—=0)=14+(e— 1)z
Por tanto, el error dado por la funcién E(x) es

E(x) = e = By(a)| = |e” =1 = (e = D)a| = | f(2) — f(0) = (e = 1)z

aplicando el Teorema de Lagrange en el intervalo [min{0,z}, max{0,z}] (ya que
f(z) es continua y derivable en R) tenemos que:

3¢ €] minf0, 0}, max{0, 2}[| f(x) = f(0) = /(€)@ — 0) = a

Por tanto,

(*)
E(x) = |tz — (e — Dz| = |z(e* — (e = 1)) = |a| - [ef —e+1] < Ja] - [e—e+1| = |2

donde en (x) he aplicado que, como estamos interpolando entre zo = Oy =1 = 1,
entonces x € [0, 1]. Por tanto, £ € min{0, x}, max{0, z}[C]0, 1[. Por tanto, e* € 1,¢|.
Por tanto, hemos visto que E(z) < |z| Vz €]0,1].

Teorema 3.5. Sea f € C""'([a,b]) y sean xg,z1,...,x, € [a,b]. Entonces,
3¢ | min{z, xg, ..., 2,} <& <max{z,xg,...,2T,}

con:
fn+1

F(@) ~ pala) H v — )

Demostracion. Supongamos = x; (j = 0,...,n). Tenemos que se cumple, ya que
el miembro de la izquiera se anula por las COIldlClOHeS de p, y el término de la
derecha se anula al anularse el productorio.

Supongamos por tanto x # x; (j =0,...,n). Tomamos x € [a, b] fijo. Definimos

n

b(a) = [ [ — 7)€ Pua (@)

k=0

En el intervalo [a, b], definimos también
9(t) = [f () = pa(O)]Y(2) = [f(x) = pu(@)]9(2)
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» Para t = x: tenemos que g(t) = g(z) = 0.

» Parat =2, (j =0,...,n): tenemos que

ol6) = glay) = L7 (z) — (@) — pula)) e =0

Por tanto, tenemos que g se anula en t = x # z; y en t = x;. Por tanto, se anula
en n + 2 puntos. Por el teorema de Rolle, ¢’ se anula en n 4+ 1 puntos distintos.
Siguiendo un razonamiento idéntico, y derivando sucesivamente ya que g € C™"[a, 0],
entonces tenemos que:

= ¢’ se anula en n + 1 puntos distintos.
» ¢’ se anula en n puntos distintos.
» ¢ se anula en dos puntos distintos.
= ¢""V se anula en un tnico punto. Sea £ € R | g"*V (&) = 0.
Veamos el valor de g"t!)
g0 () = [F000) — P O () — [£(2) — pale)o™ ()

donde tenemos que

n+1)

pr Y (t) = 0 por ser la derivada de orden n + 1 de un polinomio de grado n.

Y (t) = (n4 1)! ya que ¢(z) € Poyy(z) y su coeficiente lider es 1.
Por tanto, tenemos que
g () = [ )e(@) = [f(2) = pal@))(n + 1)

Tomando t = £ (tinico),

g" () = 0= I ©v(x) — [f(2) - pala)](n + 1)l =

n+1) n+1) n
— 1) =) = L) = SO T

Ejemplo. Calcular el error al aproximar la funcién f(x) = e* sabiendo que:

.o o1
flz) |1 e

Aproximando mediante el método de Newton,

f(z1) — f(20)

Py(x) = flwo] + flro, v1](x — 20) = f(20) + Pea—— (z — )
:1+j:(1)(x—0):1+(e—1)x
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Por tanto, el error dado por la funcién E(x) es:

_ B ), NS ol
B(x) = 1£(2) - A = |2 — ) - )| = | S @) - 1)| =
et D) e @e 1 e
:§|($)($_1)| < 5l@)(@-1)] < 2°1° 3%
donde en (1) he empleado que £ € [0,1] y en (2) he aplicado que = € [0,1], y

representando |22 — z| lo deduzco.

3.5. Meétodo de Hermite

Ejemplo. Estudie para que valores de a € R es unisolvente el siguiente problema
de interpolacion:
Encontrar p € Py tal que:

p(0) = wo
pla) = w
p(l) = we
Resolvemos mediante el método de coeficientes indeterminados. Sea py(x) =

b(] + blx + 621’2.

p(O) = Wo bO = Wy
pla) = w p» = by + 2bsa = w;
p(l) = w bp + b + by = wo

La solucion serd unica si:

1 0 0 1
0 1 204 |#0<<=1-2a#0<=a=_
111 2

Para a = %, tenemos que para w; = 0 hay infinitas soluciones, mientras que para
w1 # 0 no hay solucién.

En algunos casos, se proporcionaran datos sobre el valor de la funcién y sobre deri-
vadas sucesivas en los punto de esta.

Se interpondra la condicién de que si se da como dato f)(x;), entonces se propor-
cionaran en el punto x; las derivadas sucesivas de orden inferior a j.

Problema clasico

T F
f'(xo) fl(w1) oo f(2n)

Problema generalizado

Se nos dan n + 1 puntos tales que en el punto x; conocemos: f(z;), f'(x;), ...,
fE)(z;) Vie{0,...,n}

Por lo que en verdad conocemos m = ko + k1 + ...+ k, + n datos.
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Observacion. Como caso particular, si solo hay un punto, tenemos el polinomio de
Taylor.

Proposicién 3.6. Ezxiste un inico polinomio p(x) de grado menor o igual que m—1
que nterpola los m datos de interpolacion de Hermaite.

Notemos que:

flo, ] = L) = fld
T — Xg

lim flzo,21] = lim flea] = flwo] _ f' (o)
o 10 1 — Zo

Por lo que tiene sentido hacer la siguiente definicion:

Definicién. Sea f € C**!([a,b]) y 7o € [a, b]. Entonces, definimos:

k) (g
f[x())'TO,...,[L'O]:f ( 0)
(k+1)

Notemos que f[zg, o] = f'(z0)

Teorema 3.7. Dados los datos de interpolacion:

Entonces, se tiene que:

pon+1(z) = flxo] + flwo, xo)(x — x0) + flwo, 2o, 1] (T — 0)*+
+flwo, 20, 21, 1) (2 — 20)* (T — 1) + ... +

+flwo, o, . ., T, (2 — 0)? . (T — Tpe1)* (7 — )

zo | f(zo)

f'(o)
zo | f(20)

f[xo,xl]
w1 | f(z1)

f(z1)
w1 | f(z1)

flzos o, -y Tp, )

o | Fza)

f(zn)
Ty | f(2n)
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Ejemplo. Interpolar mediante el método de Hermite clasico los siguientes datos:

flx) |0 3
Usando la Ley de Recurrencia:
01
f10,0] = f'(0) =
01 1
flo,1] =1 1
112 2
fIL1) = f/(1) =3
112

Por tanto, el polinomio queda:
p3(x) =14+0(x—0)+1(x — 0>+ 1z —0)*(z—1) =1+ 2°

Teorema 3.8. Sea f € C*"*2(I) y sean xg,x1,...,7, € I.

Sea popy1(x) € Popiy J}f,((izz)) ziznfl((zz)) Vi=0,...,n

Entonces 3¢ € 1 |

f2n+2 n
x) — T —x;)
f(x) = pansi() 2n—|—2 11_! i
Demostracion. Supongamos = = z; (j = 0,...,n). Tenemos que se cumple, ya que
el miembro de la izquierda se anula por las condiciones de po, 41 y el término de la
derecha se anula al anularse el productorio.
Supongamos por tanto = # z; (j =0,...,n). Tomamos z € [ fijo. Definimos

([E - J]Z‘)Q c P2n+2(l’)

<
=
I
—.

9(t) = [f () = pontan DN (2) = [f (%) = pansr (2)]1h(?)
» Para t = x: tenemos que g(t) = g(z) = 0.

» Parat =2, (j =0,...,n): tenemos que

0
9(t) = g(x)) = ([ =Pz (O1(2) = [f(2) = pansa(2)] 68T "o

Por tanto, tenemos que g se anula en t = x # x; y en t = x;; es decir, se anula
en n + 2 puntos. Por el teorema de Rolle, ¢’ se anula en n 4+ 1 puntos distintos (y
todos ellos distintos a z; Vi)'

Ya que Rolle afirma que 3z €]a, b[| f'(z) = 0. El intervalo al que se refiere Rolle es, por tanto,
abierto.
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Consideramos ahora ¢'(t).

g (t) = [f'(t) = Pon 1 (DY(x) = [f (&) = pansr (2)[¥' (1)

—22 (t — ;) ﬁt—sz € Pypiq
jO

1#]

» Parat =2, (j =0,...,n): tenemos que

0 0
g(t) =g () = [f'D—Thry O(@) = [f(2) = pania (@) 2] =0

Por tanto, tenemos que ¢’ se anula en ¢ = x;; es decir, se anula en n + 1 puntos,
todos ellos distintos a los ya calculados.

Por tanto, tenemos que ¢'(x) se anula en 2n + 2 puntos distintos. Por el Teorema
de Rolle, podemos concluir que ¢”(z) se anula en 2n + 1 puntos distintos, y asi
sucesivamente. Por tanto, tenemos:

= ¢ se anula en 2n + 2 puntos distintos.

» ¢” se anula en 2n + 1 puntos distintos.

= "1 se anula en dos puntos distintos.

2n+2)

" g se anula en un tnico punto. Sea & € R | g?"*2)(¢) = 0.

Veamos el valor de g?*+?)

(1) = [ (1) — patd (O () — (@) ~ pana ()92 (1)
donde tenemos que

2n+2)

Ppt1 (t) = 0 por ser la derivada de orden 2n + 2 de un polinomio de grado 2n + 1.

P2 (t) = (2n + 2)! ya que ¢ (z) € Py, 2(x) y su coeficiente lider es 1.
Por tanto, tenemos que
g2 = P 0P() = [f(x) = panta(@)] (20 + 2)!

Tomando ¢ = £ (inico),

g 2(E) = FrPE©v(a) — [f(2) = pansa(2)](2n + 2)! =

2n+2) n+1 n
P2 oy = L2 o
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3.6. Polinomio de Chebyshev

Partiendo de la férmula del coseno para el angulo suma, tenemos que para 6 € [0, 7:
cos((n +m)f) = cos(nh) cos(mb) — sin(nh) sin(mb)

cos((n —m)f) = cos(nf) cos(mb) + sin(nh) sin(m8h)

De la suma de ambas tenemos que:
cos((n +m)#) + cos((n —m)@) = 2 cos(mb) cos(nh)
Haciendo m = 1:
cos((n + 1)8) + cos((n — 1)0) = 2 cos(0) cos(nb)
Sea x = cosd € [—1, 1], definimos:
Tn(x) = cos(nb) = cos(narccos(x)) € [—1,1]
Cada T, (z) satisface la relaciéon (n > 1):

Toi1(z) + Thoi(z) = 22T, (2) = Thpa () = 22T, (x) — Thoi ()

To(z) =cos0 =1
Ti(x)=x
Ty(z) = 22T (z) — Ty(x) = 22 — 1
Ts(z) = 22Ty (x) — Ty (z) = 2%°2° — 3w

Notemos que Tp,(z) € P, y que T, (z) = 2" 2" +... VYneN

Estos son los polinomios de Chebyshev de primera especie.

Notemos que T, (z) tiene n ceros distintos en |—1,1[:

T, (z) = cosf

T
cosl) — 1 }:>cos(n9):0<:>n9:§+k7r Vk e Z

(2k+ 1)m (2k+ 1)

=—-t=l0=-——""2_LkcZ
" 2 m <
k':():>90:1
o 2n
0, — 2=
1 %n
T
Oy = —
27 o
0n:(2n+1)7r:7r+1
2n 2n
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T,+1(x) tiene n + 1 raices. Sean xg, 1, . .., x, dichas raices:
T, ZCOS% Vk € {0,...,n}
FoE) T
f(x) = pn(z) = CEST) g(fﬂ — ;)
- Tn 1(1‘)
(x —xp) = +—n
Hr=m =75
Luego: | (
VO] Taga () | 1] 1
[f(2) = pu(x)l = (2n + 1)! 2n S (n+1)! on

3.7. Ejercicios

Los ejercicios relativos a este tema estan disponbles en la seccién 6.3.
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4. Splines

Definicién 4.1. Dado un intervalo [a, b], una particién de n+ 1 puntos de [a, b] serd
un conjunto de la forma {zg, x1,...,z,} tal que z; < z;41 Vi€ {0,...,n — 1},
Diremos que esta particién es regular si z;11 —x; =c¢ Vi €{0,...,n—1}.
A cada elemento x; de una particién le llamaremos nodo del spline.

Entre cada nodo daremos un polinomio de grado m y con la unién de cada poli-
nomio p; entre los nodos z; y x;,1 obtendremos el spline deseado Vi € {0,...,n — 1}.

Definicién 4.2 (Spline). Sea a = 29 < 27 < ... < x, = b una particién del
intervalo [a, b]. Un spline de grado m relativo a dicha particién es una funcién s(z)
que verifica:

1. s(x) =pi(x) €Ppy x € [15,2501] Vie{0,...,n—1}
2. s € C™ Y([a,b])

La segunda condicion también se puede expresar de la siguiente forma:
O (2i01) = p (zi01) Vie {1 —1} Vk ~1
P (i) = P (@isr) Vied{l,....n } €e{0,....m }

Por tanto, para dar un spline es necesario dar los nodos z; Vi € {0,...,n} y los
polinomios p;(z) Vj €{0,...,n—1}

Notacién. Notaremos por S,,(zo, . .., x,) al conjunto de los splines de grado m con
nodos {xg,...,n,}.

Ejemplo. Veamos los siguientes ejemplos para distintos valores de m:
m = 1, Splines lineales

s € Si(xg,...,xy,)

po(z) € Py x € [xo, 1]

s(z) =

pnfl(x) € IED1 HARS [xnfluxn]
s € C[zg, 1,])

m = 2, Splines cuadraticos
S € SQ([E(), .. ,Jin)
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po(x) €EPy @ € [wg, 1]

po-1(r) €Py € [Tp1, 7]
s € CY[zo, 1,])

m = 3, Splines cubicos
S € 53(1‘0, c. ,xn)

po(z) € Py x € [xo, 1]

Pn-1(z) €Ps € [Ty1, 3]

s € C*([zg, 1,])

Teorema 4.1. S,,(zo,...,x,) es un espacio vectorial de dimension m +n

Demostracion.
S0, ..., x0) C C" ([0, 7))

Vs1, 82 € S0, ..., xn) = s1+ 82 € ST, .-, Tp)

VA e R Vs € Sp(zo,...,7n) = As € Spu(wo, ..., Tp)

0e Sm(.To, .. ,a:n)
Queda demostrado que S, (zo, ..., x,) es un espacio vectorial. Probemos su dimen-
sion:
Vs € Sp(xo, ... xy)

po(z) x € [z, 21|
s(x) =«

pn—1<x) T e [xn—lyxn]

pi(z) € P,, = tiene m + 1 coeficientes

Por lo que s tiene n(m + 1) coeficientes.

Ademas, presenta m restricciones en cada nodo interior, por lo que presenta m(n—1)
restricciones que ademads son linealmente independientes (su comprobacién no es de
nuestro interés).

Por tanto, S, (zo,...,x,) es un subespacio de un espacio vectorial de dimensién
n(m + 1) y presenta m(n — 1) ecuaciones linealmente independientes, por lo que
S (o, ..., x,) es un espacio vectorial de dimensién n(m + 1) — m(n — 1) = nm +
n—mnm-+m=n-+m O

Ejemplo. Consideramos el espacio Si(xg, x1, T2)
Sea s € S1(xg, x1, T2):

s(z) = { po(x) € [z, 2]

pi(z) € [z1, 72
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po(x) = ag + box
pi(z) =a; + bz

po(x1) = p1(x1) & ap + box = a1 + bz
Necesita 4 coeficientes y presenta 1 restriccion = dim S (xg, 21, 22) =4 —1 =13

Ejemplo. Dados (x;, ¥;)i—o,..n, S desea construir un spline lineal s € Sy(xo, ..., x,)
que interpole a los n + 1 puntos dados: s(x;) = y; Vi € {0,...,n}.

Como dim Si(xg,...,z,) = n+ 1y tenemos n + 1 restricciones, el problema tiene
una unica solucién.

Ejemplo. Dados (x;, ¥;)i=o,..n, se desea construir un spline cuadrético s € Sy(zo, . .., Tn)
que interpole a los n + 1 punteos dados: s(z;) =y; Vi € {0,...,n}.

Como dim Sy(xy, ..., 2z,) = n+2y tenemos n+ 1 restricciones, el problema tiene oo
soluciones. Para que tenga una tnica solucién, se anade un dato mas: s'(zq) = do,
por ejemplo.

Ejemplo. Calcula s € S3(—1,0, 1) tal que:
s(=1) =1 s(0) =0 s(1)=2
s(—=1)=0
Tenemos que:

| po(z) st xe[-1,0]
s(z) = { pi(x) si x€[0,1]

Para calcular po(x) € Py, podemos optar por el método de coeficientes indeter-
minados o por el método de Hermite. Optamos por el método de Hermite.

—1]1
po(=1) =0
~1]1 -1
~1
010

Por tanto, po(z) =1+ 0(x+1) — (z +1)2=1— (z + 1)~
Para calcular p;(x), uso la condicién de que py(0) = p/(0).

py(x) = =2(x+1)  pj(0) = p;(0) = —2

Por tanto, calculo ahora p;(z) € Py:

0(0
n(0) = =2
0(0 4
2
112
Por tanto, p;(x) = —2x + 422, En conclusién,

s(z) = 1—(x+1)? si ze[-1,0]
Tl —2rx+42® si xel0,1]
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Ejemplo. Calcula s € S3(—1,0,1) tal que:

s(—1) =1 s(0)=0 s(1)=2

Tenemos que:
~f po(x) si ze[-1,0]
s(e) = { miz) si el
Como no se proporciona el valor de la derivada en ningin punto, se elige arbi-
trariamente. Para simplificar cdlculos, aunque se podria elegir cualquier valor
real, se suele optar por la pendiente que une los dos primeros puntos. Por tanto,

S/(—].) — S<O) — S<_1)

0—(-1) -1

Para calcular po(x) € Py, podemos optar por el método de coeficientes indeter-
minados o por el método de Hermite. Optamos por el método de Hermite.

~1]1
po(—1) = -1
—1]1 0
~1
00

Por tanto, pp(z) =1— (x + 1) = —x.

Para calcular p;(x), uso la condicién de que py(0) = pj(0) = —1, por py(x) ser
una recta y asi tener la misma derivada en todo el intervalo.

Por tanto, calculo ahora p;(z) € Py:

0(0

112

Por tanto, p;(x) = —x + 322. En conclusién,

S(x):{ —x si ze[-1,0]

—r+32? si xel0,1]

4.1. Unisolvencia

Para que las interpolaciones buscadas presenten una unica solucién, se dan diversas
formas de anadir datos a los problemas:
4.1.1. Splines lineales

Para interpolar una coleccién de n+ 1 puntos (x;, ¥;)i—o,..n, 1Os serd sufciciente con
dar directamente el spline s € Si(xq,...,x,), ya que el problema presentard una
Unica solucién, al ser dicho espacio de dimensién n+1 y presentar n+ 1 restricciones.
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4.1.2. Splines cuadraticos

Para interpolar una colecciéon de n + 1 puntos (x;,¥;)i—o,.. n, 10 podremos dar di-
rectamente un spline s € Sy(zo,...,x,), ya que estamos trabajando en un espacio
vectorial de dimensiéon n + 2 con n + 1 restricciones, luego tendremos oo soluciones.
Para que el problema sea unisolvente, es necesario anadir un dato mas que, gene-
ralmente, consisitird en que el primer spline tenga que ser la recta que une los dos
primeros nodos.

4.1.3. Splines cubicos

Para interpolar una coleccién de n + 1 puntos (x;,¥;)i=o,..n, 10 podremos dar di-
rectamente un spline s € S3(xg,...,x,), ya que estamos trabajando en un espacio
vectorial de dimension n + 3 con n + 1 restricciones, luego tendremos oo soluciones.
Para que el problema sea unisolvente, es necesario aportar 2 datos mas, que podre-
mos elegir aleatoriamente.

Las formas mas comunes de elegir estas dos nuevas restricciones son las siguientes:

» Splines ligados: s'(a) = a §'(b) = § Se fijan las pendientes en los puntos x
Y Tn.

» Spline natural: s”(a) = s”(b) = 0 Se hace que los splines exteriores continuen
de forma recta.

» Spline periddico: s'(a) = §'(b) s"(a) = s”(b) Para que podamos ir repitiendo
los splines sucesivamente, util para la interpolacion de funciones periddicas.

4.2. Calculo del spline cubico

Para calcular un spline ctibico es necesario conocer n polinomios de grado 3:

po() x € [xg, 1]

s(x) = ?1($) 1‘ € [1, 7]

pnfl(x) T e [xnflwxn]

Dado el intervalo [z;, x;11], p;(x) seria el polinomio de interpolacién de Hermite para
los datos:

pi(wi) = fi pi(zin) = fin

pi(zi) = di pi(iy1) = dipa
Por tanto, hemos de conocer las dg,ds,...,d, derivadas para poder dar el spline
cubico. A continuacién, buscaremos una forma de calcular derivadas y poder hayar

el spline cubico:

Supongamos que conocemos las derivadas dy, dy, ..., d,, definimos:
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Longitud del intervalo
hi:l’i+1—xi iE{O,l,...,TL-l}

Pendiente del intervalo

Ai _ fi+1 - fz _ fi+1 - fz

Tit1 — T4 hi

ie{0,1,...,n—1}

Por tanto, podemos calcular el polinomio p;(z), i € {0,1,...,n — 1} mediante la
siguiente tabla:

d;
A, —d;
. & (dir +d;) — 2A
i1 T i) — 24y
A 2
dis1 — N\ ’
Tit+1 fi+1 %
dit1
LTit1 fi+1
Luego:
pi(z) = fi +di(x — ;) + 5 (x — %)2 + (diss hz) (x — xl)z(x — Tiy1)

Por la construccién que hemos hecho, tenemos garantizado que s(x) es de clase
C([a, b))

Para obtener la clase C*([a,b]), imponemos que:
Pi (Tiv1) = P (Tig1)

h; h? 2(x — zi41) +4(z — 23) (2 — 2441)]

di + 2di 1 — 34,
h;
2diy1 + dizo — 3041

hiJrl

Pi (i) = 2

p;/+1($i+1) = -2

Igualando py(x;y1) = p},1(wiy1), obtenemos que (i € {0,1,...,n — 2}):

d; 1 1 dito A Ay

42—+ — |d+—=3(—+

hi (h hz’+1) T i (hi hitt
Que es un sistema de n — 1 ecuaciones y n + 1 incégnitas, por lo que para obtener
la unisolvencia del spline, nos faltarian imponer dos condiciones més.
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4.2.1. Splines naturales

Si s(z) es un spline cibico natural:

dy d A
s"(zg) =0 = 2h_2+h_(1):3h_§

dy— d, A
s"(z,) =0= 2h 1+h 1:3h 11

Tendriamos que el sistema de ecuaciones lineales anterior (junto con la primera y la
ultima ecuacién que acabamos de dar) seria de forma matricial:

2 1
ho ho
Lty
ho ho hy hq
A= . ..
1 1 1 1
s (hnz - hnl) o
1 2
s s
do
d;
r=|
doy
d,
Ag
DN
TR
b=3 :
Ay Any
hos
Any
o
Ax =b

Dado que la matriz A de coeficientes es tridiagonal y estrictamente diagonal domi-
nante, podemos afirmar qu el sistema tiene una tnica solucién.

Ejemplo. Dar un Spline ciibico natural s € S3(—1,0,1) que interpola a los datos:
zi|—1 0 1
fil -1 01

Buscamos el valor de las derivadas, calculando las lontitudes y pendientes de cada
intervalo:
hi =21 — 2 = ho,hy =1
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A,:f”lh—_fi;»Ao,Mﬂ

Resolvemos el siguiente sistema (dado por la férmula vista en teoria):

210 do 3 dy=1
1 4 1 dl = 6 = d1:1
01 2 ds 3 dy =1

Por lo que ahora tenemos los datos:

zi|—-1 0 1
fil=1 0 1
;| 1 1 1

Con los que podemos calcular los polinomios py(z), p1(x) € P3 que forman:

~f po(x) xe[-1,0]
s(@) = { m(z) z €01
Calculamos py(z) en el intervalo [—1,0]:

—1|-1

—-1] -1 0

010

0]0 0

Luego:
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4.2.2. Splines ligados

En el caso de los splines de extremo sujeto o ligados, tendriamos como primera y
ultima ecuacion:
{ do = §'(a)

d, = s'(b)

Por lo que:

Az =10

Que nos da un sistema también unisolvente.

Ejemplo. Dar un Spline cibico de exremo sujeto s € S3(—1,0,1) que interpola a
los datos:

| -1 0 1
-1 0 1
&0 d 0

Buscamos el valor de las derivadas, calculando las lontitudes y pendientes de cada
intervalo:
hi = xiy1 —x; = ho,hy =1

A,-:%;»AU,Mﬂ
Resolvemos el siguiente sistema (dado por la féormula vista en teoria):
1 00 dy 0 3
141 d |=16|=d= 5
0 01 dy 0
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Por lo que ahora tenemos los datos:

;| -1 0 1
fil-1 01
| 0 30

Con los que podemos calcular los polinomios py(x),pi(z) € P3 que forman:

~f po(x) xe[-1,0]
s(z) = { pi(z) x€[0,1]

Calculamos py(z) en el intervalo [—1,0]:

—1] -1
0

~1] -1 1
1 ~1/2

010 1/2
3/2

010

po(z) = —1 4 (z + 1) — %(:U +1)%

Calculamos p;(z) en el intervalo [0, 1]:

0]0
3/2
0]0 —1/2

Luego:
1
1+ (x+1)?2— 5(95 +1)%z z € [-1,0]

1
S — 2~ Za?(x 1 1
5%~ 5%~ 5t (x —1) x € [0,1]

4.2.3. Splines periédicos

En este caso:
{ s'(a) = s'(b)
s"(a) = $"(b)

Que nos anadirian al sistema como primera y ultima ecuacion:
do—d, =0

48



MN I

4. Splines

dl dO dn dnfl A0 Anfl
“Z a9 2 —3(=
ho (ho hn1> T (ho T
Teniendo:
1 —1
1 1 1 1
— 9ol=4+ = —
o (ho " hl) h
A — N . N . N . .
1 5 1 N 1 1
hn72 hn72 hnfl hnfl
2 1 1 2
ho ho hnfl hnfl
do
dy
v=|
dnfl
dy,
0
Qo A1
ho hy
) :
s An—? An—l
hn—Q hn—l
A0 An—l
hO hn—l
Az =b

que es un sistema unisolvente.

4.3. Ejercicios

Los ejercicios relativos a este tema estan disponbles en la seccion 6.4.

49



MN I 4. Splines

50



5. Aproximacion

5.1. Motivacion

El objetivo de esta seccién es el de, dada una funcién f(x), aproximarla mediante
otra funcién de forma que minimicemos el area que forman las graficas de ambas
funciones. Para evitar el realizar integrales con valores absolutos, lo sustituiremos
por elevar el drea al cuadrado.

Problema de aproximacién. Dados N puntos {(zo, %), (x1,%1),---, (nn,yn)}, €l
problema de aproximar (ajustar) dichos puntos consiste en encontrar una funcién
g(x), con unas ciertas condiciones, que esté lo mas cerca posible de los puntos.
Esto es, se busca una funcién g(x) que minimice la distancia a los puntos (x;,y;) i =
0,1,...,N.

Al igual que pasaba con la interpolacion, buscamos funciones g(x) que posean pro-
piedades deseables:

= Faciles de implementar.

Féciles de evaluar.

Simples de calcular.

Suficientemente regulares.

En los siguientes apartados formalizaremos los conceptos de distancia y aproxima-
cion.
5.2. Producto escalar

Definicién 5.1 (Producto escalar). Sea V' un espacio vectorial, definimos un pro-
ducto escalar (o forma bilineal simétrica definida positiva) como una aplicacién:

() : VxV — R
(u,v) +— (u,v)

Que cumple las siguientes propiedades:

1. (v,v) 20 YveV

o1
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2. (v,w) = (w,v) Yo,weV
3. {(av+ pw, z) = a(v, 2) + f{w,z) Vo,B € Rv,w,z eV
4. (v,v) =0 v=0Y eV

A un espacio con un producto escalar, (V, (-, -)) se le denomina espacio con pro-
ducto escalar.

Ejemplo. Es facil ver que los siguientes son productos escalares:
1. Producto escalar en R™:
Sean u = (uy, U, ..., Up), v = (V1,V2,...,0,) €V

Definimos (u, v) = w101 + ugve + ... + Uy,

2. Sea [a,b] C R con a # b, V = C([a,b]) el espacio vectorial de las funciones
continuas en [a, b]. Definimos Vf,g € V:

(f.g) = / f(@)g(z) d

3. Sea V. = (C([a,b]), tratamos de definir un producto escalar de la siguiente
forma: Sean z; € [a,b] Vi€ {1,..., N}. Definimos Vf, g € V:

(f.9) = Z f(xi)g(w;)

Nos centraremos en comprobar si este producto escalar es valido para un es-
pacio de polinomios.

Notemos que (f, f) =0 < if(ml)f(xz) =0< x;esraizde fVie {l,...,N}
—1

(2

Por lo que en Py con k > N = podemos tener:

N

f(2) =[x - )

=1

Con f#0 A (f, f) =0, que no define un producto escalar.

Sin embargo, en los espacios P, con k < N, nuestra aplicaciéon si define un
producto escalar, ya que:

(f.fl=0¢ Z(f(a:i»? — 0 f=0

(Es rutinario comprobar que el producto escalar asi definido verifica ademaés
las propiedades 1), 2) y 3), por lo que se deja al lector a modo de ejercicio su
demostracién).
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5.3. Norma
Definicién 5.2 (Norma). Una norma es una aplicacion:
- :V — R
vo— vl

Que cumple las siguientes propiedades:

L v =20 VYoeV

2. o+ wl| <ol + lw]|  Vo,weV
3. [l = A\[lv] YAER VoeV
4. o) =0 v=0

Un espacio vectorial en el que hay definida una norma se denomina espacio vec-
torial normado.

Teorema 5.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (V, (-,-)) un espacio con pro-
ducto escalar, se verifica:

[(w, )| < [lullllvl] Vu,veV
Demostracion. Sea A € R, Vu,v € V= u+v eV.
< Au+ ]2 = Au+ v, M+ v) = A2, u) + 2M{u,v) + (v,v) =

= A2||ul|® + 2\, ) + [o> =0 VAER < A <0
A = 4(u,v)* = 4|lull’|v]]* < 0 & (u,v)* < [Jul?[]v]]* <

& V(w0 < V[ulPllv]]? < [{u, 0)| < Jullllv]

[
Ejemplo. La aplicacién de dicha desigualdad con diferentes productos escalares es:

1. Producto escalar en R™:
Vu = (ug,...,u),v=(v1,...,0,) €V {u,v)* < |Jul]?|v]?
(U1 + ugvy + . Fup)? < (U Fud ) (0 v 4L 0R)
2.
3. Sean f, g € C([a,b]). Se define (f, g) f f(z

La desigualdad se escribiria:

| bf(m)g(x)dmr <[/ b ra [ [ bg2<x>dx]

Tomando f = 1:

U } / Lz / >de = (b—a) / (o)) da
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Ejercicio 5.3.1. Demostrar la desigualdad triangular desde la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.

[lu +vl* = u+ v, u+ o) = [ul]? + [Jol|* + 2(u, v) < [Jull* + [Jo]]* + 2[{u, v)|<
=S 2 2 2
<l 7+ ol + 21wl [[|of|l = (ull + [[ol])
Tomando raices cuadradas, tenemos que:
||+ of| < ful] +[|v]]

Teorema 5.2 (Norma inducida). En todo espacio vectorial con producto escalar
(V,{-,-)), podemos definir una norma como sigue:
Sea v € V, definimos su norma como:

Il = V{v,v) € Ry

Demostracion. Claramente la norma asi definida es una aplicacién ||-|| : V' — R.Veamos
que cumple las propiedades mencionadas en la definicién:

1.

|v]] = V(v,v) 20 YveV

Vu,v €V i lu+v||? = (u+v,u+v) = |Jul]* + 2(u,v) + ||v]|* <

Luego:
lu+ vl < flufl + vl

3. VAeRYv e V:

Ml = v/ (A, M) = /A2, 0) = [N/ (v, 0) = [A]||v]

vl =0 < V(v,0) =0< (v,v) =0=v=0

5.4. Distancia

Definicién 5.3 (Distancia). Una distancia es una aplicacion:

d : VxV — R
(,v) > d(u,v)

Que cumple las siguientes propiedades:
1. du,v) 20 Vu,veV

2. d(u,v) =d(v,u) Vu,veV
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3. d(u,v) < d(u,w) +d(w,v) Yu,v,weV
4. d(u,v) =0 u=v

Un espacio vectorial en el que hay definida una distancia se denomina espacio
vectorial métrico.

Teorema 5.3 (Distancia inducida). Sea (V, (-,-)) un espcio vectorial con producto
escalar, podemos definir una distancia como sigue:

d(u,v) = |lu—v|]| = {u—v,u—v) VuveV

Aplicando este teorema y el anterior deducimos que todo espacio vectorial con pro-
ducto escalar (V, (-,-)) es normado y, por tanto, métrico.

Demostracion. Claramente la distancia asi definida es una aplicacién d : VxV — R.
Veamos que cumple las propiedades mencionadas en la definicién:

1.
du,v) = lu—v|| =20 VuveV
2.
d(u,v) = [lu — ol = [ =1flu = v[| = lv - ul]| = d(v,u)  Vu,veV
3.
d(u,v) = [[u=v| = flu=w+w—v| < [lu—-w|+|w—v|] = d(u, w) +d(w,v)
Yu,v,w €V
4.

dlu,v) =0 lu—v[|=0cu—v=0u="v

5.5. Mejor aproximacion

Definicién 5.4 (Mejor aproximacién). Sea (V,(-,-)) y U C V un subconjunto de
V. Sea f € V. Se dice que u € U es una mejor aproximacién (m.a.) de f en U sii:

d(f,u) = d(f,U) = |[f — ull = inf{d(f,v) | v € U}

Nos planteamos a continuacion las siguientes cuestiones:

= ; Existe siempre la mejor aproximacién?
No, en el caso de un circulo sin la circunferencia, no existe la mejor aproxima-
cién a un punto exterior:

U={(z),m) eR*|2? +25 <1} feV\U
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= ; Es unica la mejor aproximacién?
No, por ejemplo, si consideramos uan circunferencia, la mejor aproximacién
a su centro es cada uno de los puntos que componen la circunferencia y, por
tanto, hay infinitas mejores aproximaciones:

U={(z1,2) eR* |2} + 25 =1} f=(0,0)

Notemos que minimizar el conjunto (Sea U un subconjunto de V)

{d(f,0) [ve Ul ={V/{f—v,f—v)|velU;
es equivalente a minimizar el conjunto:
{d(f,v)* [veUt={(f-v,f—v)|veU}

Que es mas sencillo de tratar ante la ausencia de la raiz. A este problema se le llama
aproximacién por minimos cuadrados.

Definicién 5.5 (Ortogonalidad). Sean u,v € V| se dice que son ortogonales si:
(u,v) =0
Notado: u L v.
Proposicién 5.4 (Teorema de Pitagoras). Sean u,v € (V,(,)).
(u,v) = 0= [|u+v|[* = [Jul|* + ||v]|?

Demostracion. Tenemos que:

0
[lu+oll* = (u+v,u+v) = ull® + [[ol]* + 20wt = |Jul]® + [Jo]|
O

Teorema 5.5 (Caracterizaciéon de la mejor aproximacion). Sea V' un espacio con
producto escalar, y U un subespacio de V. Dada f € V', un elemento u € U es mejor
aproximacion de f en U si y solo si:

(f —u,w) =0 Yw eV
Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

<) Para todo v € U, se cumple:

0
1f =l = [[(f —w)+ @=0)|[* = |If —ull+|lu—v]* +2{f —uz=0) =

=l —ulP +lu—vlP SO=|If —vl* > flu—vl|*  WweV

donde he aplicado que U es un sucespacio vectorial, por lo que u —v € U, y
por tanto (f — u,u — v) = 0 por hipStesis.

Por tanto, tenemos que ||lu — v|| < ||f — v| Vv € V, por lo que u es la
mejor aproximacion en U de f.
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—) Por ser u la mejor aproximacién de f, tenemos que:

If —ull < [If —wll = |If —ulP <|If —wl]’  YweU

Tomamos v € U, y sea w = u+ v € U | A € R. Por tanto, como w € U,
tenemos que:

1 =ull* < |If—u=X0|] = (f~u=Av, fmu=Iv) = || f—u|[*=2X{f—u, v)+X*| |v||*

Por tanto,

0 < —2Mf —u,v) + N [v]|> = XA Jv|* = 2(f —u,v)) VYAER, Vo eU.

Las raices de dicha pardbola en la incégnita A € R son:

2(f —u,v)

vl

A =0 Ao =

Por tanto, como es siempre > 0, tenemos que las dos raices son iguales. Por
tanto, (f —u,v) = 0.

O

5.5.1. Meétodo para el calculo de la mejor aproximacion

Teorema 5.6 (existencia y unicidad de la mejor aproximacién). Sea (V, (-,-)) yU C
V' subespacio vectorial de V' de dimension finita, entonces la mejor aproximacion
existe y es unica.

Demostracion. Buscamos u € U = L{@o,¥1,--.,pm} = Jag,a1,...,a, € R tal
que: u = agpo + a1 + - . . + Appm,. Buscamos calcular a; Vi € {0,...,m}:

Se tiene que u es la mejor aproximacion de f € V en U:
S (f-uv)=0 YweU<& (f—u,¢r) =0 Vke{0,...,m} &

& (f —u, ) = (f — (aowo + ar11 + - .. + @nPm), i) =
= (fs 0r) — ao(o, Pr) — a1{p1, Vr) — - — Qn{Pm, Pr) =0 &
& ap(@o, k) + a1{@1, ) + - . — am(Pm, o) = (f,06) Yk €{0,...,m}

Que nos da el siguiente sistema de ecuaciones lineales de m + 1 ecuaciones y m + 1
incognitas:

<900, ©o) <901, ©o) - (Pm 900> Qg <fa ©o)
(o, 1) (o1, 01) oo {Pm,p1) ar | | {fien)
Gorom) (P1ogm) o (mgm) )\ o (o)

A la matriz de coeficientes anterior se le llama matriz de Gram y verifica que es
simétrica y definida positiva, por lo que el sistema anterior es compatible deter-
minado, luego sabemos que los coeficientes a; i € {0,...,m} existen y que son
unicos. [
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Ejemplo. Calcular la mejor aproximacién de la funcién f(x) = 23 en Py, utilizando
el producto escalar definido como:

1

(v, u) :/_ v(z)u(z) de  Yu,v €V

1

P, = £{1, 2}, la mejor aproximacién de f serd u(z) =ap-1+az € Py ap,a; € R

(1,1) = 2
(1,2) = (£,1) = 0
(a0) =
(1) =0
(a,3) = 2

2a0 = 0 apg = 0 3
2 2 p = 3 p=>u(r) = =7
—Qa = — a1 = —
3 5 75

Ejemplo. Calcular la recta que mejor aproxima por minimos cuadrados los datos

{(1,0),(2,1),(3,2),(4,3),(5,4)}. Siendo U = L{1,z2} y el producto escalar en U se
define como:

(v,w)y =v(Hw(l) +v(2)w(2) + v(3)w(3) + v(4)w(4) + v(5)w(d) Yv,weV

La mejor aproximacién de los puntos serd u(x) = ag -1+ ajx € Py ag,a; € R

5(10 15(11 = 10 apg = —1 _
15a; 55a; = 40};‘{ a = }jum_ bt
5.5.2. Tipos de aproximacién por minimos cuadrados
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Aproximacién por minimos cuadrados continua

Para la aproximacién por minimos cuadrados continua en el intervalo [a,b] C R
se emplea el producto escalar siguiente:

b
(f.g) = / w(z) f()g(x)dz

donde w es denominada funcion peso y ha de ser integrabley w > 0 Vz € [a, b].
Si no se especifica lo contrario, w(z) = 1.

Ejemplo. Sea el producto escalar definido como

(f,9) = / fa)gla)ds

Encontrar la mejor aproximacién de f(z) = z® en Py.
Sea u € P; la mejor aproximacién de f. Tomamos como base Py = £{1,x}, por
lo que sea u(z) = ag- 1+ a1z  ag,a; € R. El sistema a resolver, por tanto, es:

{ ao(1,1) + ay(z, 1) = (23, 1)
ao(l, z) +ay(z, 1) = (23, x)

Tras calcular cada integral definida, tenemos que:

O-ao—i-%al:z

{ 2a0+0~a1:0
5

Por tanto, u(z) = 2z.

Aproximacion por minimos cuadrados discreta

Para la aproximacién por minimos cuadrados discreta en los nodos x; C R, con
t=20,...,N; se emplea el producto escalar siguiente:

(f.9) =" w(x)f(z:)g(x;)dx

=0

donde w es denominada funcién peso y ha de ser w(x;) >0 Vi=0,...,N. Si
no se especifica lo contrario, w(z) = 1.

El problema de la mejor aproximacién por minimos cuadrados discreta consiste
en lo siguiente:
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Sea f : [a,b] — R para la que conocemos (x;, f(z;)) ¢ = 0,..., N. Encontrar
p € P, donde m < N tal que:

N

1f = pll” = min [|f(z) = q(@)I* = lim > [f(ze) - a(w)]
k=0

donde he considerado el producto escalar definido como:

(f.9) = Z f ()9 ()

Alternativamente, trabajamos de la siguiente manera. Sabemos que dimP,, =
m + 1. Consideramos

]P)m = ,C{QO(),...,QON}

y la aplicacion

¢r(o)
o — ¢ = o ($1)
i)
Por la misma aplicacién, tenemos que
f (o)
J - f (331)
flan)
Consideramos v = L{®g, Dy, ..., P,,}, y demostremos que forman base.

ao®o + a1P1 + ... a4, Py, = 0 = agpo(zr) + - -+ + ampm(zr) =0 Vk=0,...,N
Por tanto, como se anulan para todo k, tenemos que:
appo+ -+ ampm =0=aqy=---=a, =0

Por tanto, el problema se reduce a encontrar P mejor aproximaciéon de F' en v
con el producto escalar euclideo.
No obstante, tenemos que:

N

(@5, ;) = > piln) ;)

k=0

por tanto, tenemos que hemos llegado al producto escalar discreto definido en el
primer caso.

Ejemplo. Calcular la recta que mejor aproxima por minimos cuadrados los siguien-
tes datos:
(1L,o) (21) (3,2) (43) (5,4)
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Sea el producto escalar definidio como:
N

(u,v) =Y ulzi)o(;)

=0

Buscamos aproximar en U = P; = L{1,z}. f(x) estd definida por:

f(1) 0
f(2) 1
fB) | =1 2
f(4) 3
f(5) 4

Sea u € Py la mejor aproximacion de f. Sea u = ag - 1 4+ a; - x. El sistema a
resolver, por tanto, es:

Tenemos que:

i | fi i i x; 3 fi i fi
110 1 1 1 0 0
211 1 2 4 1 2
3|2 1 3 9 2 6
413 1 4 16 3 12
5|4 1 5 25 4 20
5 15 55 10 40

(L,0)) | (L)) | () | () | ()

Calculando cada producto escalar, tenemos que el sistema a resolver es:

5ag + 15a; = 10
15ag + 55a1 = 40

Resolviendo, tenemos que ag = —1, a; = 1.
Por tanto, u(z) = —1 + «.

5.5.3. Ejemplos de Chebyshev

= Ejemplo de Chebyshev de primera especie. En este caso, se toma:

1
w(x) = Ny Vo el —1,1]

Esta funcion da un gran peso a los puntos que se encuentran en los extremos
y un peso menor a los puntos centrales.

6 1Y
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= Ejemplo de Chebyshev de segunda especie.
w(z) =v1—a2 Vo e|-1,1]

Esta funcién da un gran peso a los puntos centrales y un menor peso (casi
inapreciable) a los puntos en lo extremos.

Y

/TN

5.6. Bases ortogonales

Si la base que cogemos del subespacio U es ortogonal, esto es que:
(Bi,gj) =0 Vi

Entonces, el sistema de ecuaciones se convierte en un sistema diagonal:

<‘;0~k790~k>ak = <fa 95k> LS {O’ cee >m}

Por lo que:
<f7 ¢k>
ap = =< ke{0,....,m}
(Pk> D)
Y la mejor aproximacion se calcula de la forma:
- <f7 ¢k> ~
u = ———
kzzo (P, Pk) ’

Definicién 5.6 (Suma de Fourier). A la expresion:

- <f7 ¢k> ~
u=2 15574
om0 (Pr> D)
Se le llama m-ésima suma de Fourier de f asociada a la base ortogonal {@g, 41, - .., @m }-
A la cantidad: ()
)y Pk
g = 7= ke{0,...,m}
(P, Pr)

Se le llama k-ésimo coeficiente de Fourier de f asociado a la base ortongonal
{@U) 9517 s 7S0~m}-
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5.6.1. Algoritmo de Gram-Schmidt

Teorema 5.7 (Algoritmo de Gram-Schmidt). Sea {¢o, ¢1,...,om} una base de U,

es posible obtener una base ortogonal {@g, f1,-..,¢m} de la forma:
$0 = o
 (on 75)
=~ ks¥j/ ~
Pk = Pk — ——cp;,  ke{l,2,...,m}
JZ_; (i o)™

Como consecuencia, sabemos de la existencia de las bases ortogonales.
Demostracion. Realizamos induccién sobre k = dim L{¢g, ¢1, - - -, Pk}
= Para bk = 2:

Sea {0, ¢1} una base de L{¢o, ¢1} con dim L{pg, ¢1} = 2:

Counstruimos la base:

Yo = ©o
~ <9017950> ~
P1r=¢Y1— 7= =1%o
(@0, o)

&1 € L{bo, 1} = L{w0,¢1}

Comprobemos que ¢, es ortogonal a ¢y y que son linealmente independientes
(vamos a demostrar que esto segundo es consecuencia de lo primero):

L . 01,90) , ~  ~ . .
(@1, 00) = (1, P0) — < — ~0> (o, P0) = 0= &1 L o
<9007800>

Supongamos que son linealmente dependientes: Ja, b € R | agy + bp; = 0:

. . o . o Gold .

0 = (ao + b1, o) = alPbo, Po) + b{Po, 1) =r a(bo, Po) =0 & a=
~ ~ o~ ~ o~ ~ o~ PoLlsn ~ o~

0 = (ago + b1, $1) = al{Po, $1) + b{P1, 1) "= b{p1, 1) =0 b=0

Luego a = b = 0 = son linealmente independientes (consecuencia de ser
ortogonales).

= Sea cierto para k — 1:

{0, P15+, Pr_1} es una base de L{@g, ¥1,--.,pr_1} en la que:
Gl A ijef0l,... k—1}

Construimos:
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Comprobemos que sea ortogonal al resto (y por tanto, linealmente indepen-

dientes):
— (G, i)
Vi€ {0,....k =1} : (Pk, B5) = (¢r, ;) — 2 <¢i”¢;> (@i, 85) =
k—1 ~ o~ ~ ~
= @k, Pj) — 2 EZ:;:; 0ij(Pj» D) = (Pr, Pj) — ig:gji (@5, 5) =0

Por lo que ¢, L ¢; Vje€{0,...,k—1} = es linealmente independiente con
todos ellos = {@o, V1, ..., Pk_1, Pk} es una base de L{pg, Y1, .-, Pr_1, Pk}

m
Ejemplo. Dado el siguiente producto escalar dentro de Py:

(f.g) = / f(@)g(x) dx Vf.g P,

Buscar una base ortogonal a partir de la base {1, z,z?}

Aplicamos el algoritmo de Gram-Schmidt:

Dada {p;} | p; = 2 i € {0,1,2}, construimos {@;} como sigue:

Yo = Yo
. (1, P0) -
Y1 =$Y1— 7=
<9007900>
o (2, Po) - (P2, 1) -
P2 =P2— 7= =1%o~ 7z = ¥1
<8007 900> <901, 901>

Calculamos los respectivos productos escalares:

3 ! 1 o 1
(1, o) :/ r dr = B (o, Po) :/ dr =1
0 0

@«1:(101_<S017¢0>950_$ 1 T 1
<(1507§0~0> 2 2
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5.6.2. Bases ortonormales

Las bases ortonormales son bases ortogonales en las que la norma de cada elemento
de la base es igual a 1.

A la hora de obtener bases ortonormales podemos hacer dos procedimientos a partir
del anterior algoritmo de Gram-Schmidt:

= Aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt y normalizar la base: esto es, aplicar el
algoritmo sobre uan base para obtener una base ortogonal y luego escalar los
vectores de la base para que tengan norma 1.

= O aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt modificado, que consiste en obtener
un vector de la base de Gram-Schmidt, normalizarlo y volver a aplicar el
algoritmo con este vector normalizado y repetir sucesivamente.

En la practica, suele ser mas cémodo hacerlo de la primera forma aunque esto tiene
un inconveniente, ya que este método es inestable numéricamente mientras que el
segundo es estable numéricamente. Por tanto, cuando queramos evitar errores al
conseguir una base ortonormal a partir de una base para un subespacio de una di-
mensién considerable, es conveniente aplicar el segundo método.

Normalizacién de vectores. Dado un vector v € V que queremos normalizar,

esto es ||v|| = 1 < ||v]|> = 1. Escalaremos v de la siguiente forma:
_ 1 1 1
v = v = v = (%
(007 /ol vl

De esta forma:

e e [{ L, LN P
o= VI = Vo \/<||v||’||v||> \/ ol =\ ollF =

5.6.3. Utilidad de bases ortogonales

Dado un producto escalar de la forma:
1

1
:Biyfﬂj = $i+j dr = ——
< ) /0 1+7+1

Tenemos que la matriz de coeficientes del sistema que nos permite calcular la mejor
aproximacién respecto de la base del estilo {z'} i € {0,1,...,n} del subespacio
U = P, del espacio vectorial de polinomios es:

1 1 1
1 = - -
2 3 n
L1 (1) @21 )
(L,z) (x,xy ... ... (2" x) 1 1
e
: : 3
(L, z")y (x,z") (™ ™) : SR
1 1 1
e n¥l o
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Llamada matriz de Hilbert, donde todos los elementos de cada antidiagonal son
iguales entre si (matriz de Hankel):

<x2,1>=<x,a:>=<1,x2>=/0 o dr = |

Dicha matriz estd muy mal condicionada y para solventar el problema numérico al
que nos enfrentamos, se suele aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt sobre la ba-
se anterior para obtener una base ortogonal y construir nuestro sistema con dicha
base, formando un sistema diagonal cuya resolucién no nos supone ningin problema.

Este procedimiento puede llegar a ser hasta mas eficiente que el trabajar directa-
mente con la matriz de Hilbert para dimensiones grandes.

5.7. Polinomios ortogonales

Definicién 5.7 (Polinomios Ortogonales). Dado un producto escalar (-, -), una fa-
milia de polinomios { P, (z) },>o se dice que es una sucesién de polinomios ortogonales
(SPO) si verifica:

1. grd(P,) =n
2. (P, Pn)=0 VYn#m
Por tanto, tenemos que {Fy, Py, ..., P,} es una base ortogonal de P,,

Una sucesién de polinomios ortogonales ménica (SPOM) (es decir, de coeficien-
te lider 1) puede obtenerse aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt a la base
{1,z,2,...,2™} de P,,.

Ademas, las sucesiones de polinomios ortogonales son tnicas salvo constante multi-
plicativa.

Teorema 5.8. Dado un producto escalar (-,-) y sea {P,}n>0 la correspondiente
SPOM, entonces existen {c,}ns0 Y { n}tn>1 con A, > 0 Vn, tales que:

Poi(x) = (x — cpy1)Pu(z) = Aps1 Poa(z) Y20

Con P_1(z) =0y Py(z) =1

En particular:

L (eP@), Pu@)

TR, )
SR ()
T P @), Pt (@)

Demostracion. Dados los n + 1 primeros polinomios ortogonales moénicos de una
sucesiéon, nos disponemos a calcular el siguiente:

n+1

2P, () € Poyy = 2P, (x de
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n+1 n+1
(@Po, Pi) =Y di(P;, Py = d;6i;(P;, Pi) = di( Py, Py)
=0 =0
Luego:
<$Pn,Pk> <Pn,£L'Pk>
dy = = =0 k+l<nesk<n-—1
TP P) (PP
Por lo que:

dj=0 Vje{0,1,...,n—2}

De donde concluimos:

n+1 n+1
ePy(x) = ) d;iPy(x) = Y d;P(x) =
7j=1 j=n—1

- dn—lpn—l(‘r) + ann<x) + dn+1Pn+1(‘r)

zP,(z) es de grado n+ 1 y su coeficiente lider es 1 por ser ménico, en el término de
la derecha, el inico monomio de grado n + 1 es el de d,,11 P, 11(x) que es d,, 1, por
lo que concluimos que d,;; =1

xP,(z) =dp_1Py1(x) + dy Pp(x) + Poyq ()

Poii(z) = (z — dn) Pu(x) — dp1 P (2)

Y tenemos que:
Cn+1 = dn /\n+1 = dn—l

]

A continuacién, la siguiente parte de los apuntes no es relevante en lo que se refiere
a la asignatura de Métodos Numéricos I, el lector puede leerlo para su disfrute.

5.7.1. Polinomios de Jacobi

Se obtienen como la familia de polinomios ortogonales asociados a la funcién de peso
dada por:
wiz) = (1—2)*(1+2)" we[-11] a,8> 1

Denotamos por P\*” )(:v) a los polinomios de Jacobi, que verifican la condicién de

normalizacion:
" n

Estos presentan como casos particulaes a las familias de polinomios de:

—1
= Chebyshev de primera especie, con a = § =

|

» Chebyshev de segunda espacie, con a = 8 =

N | —

= Legendre, con a = 5 = 0.
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= Gegenbauer o ultraesféricos, con a = f3.

Todos ellos de coeficiente lider:

1
(n+a+p+ )$n+

n:

Foérmula de Rodrigues.

Ped) () = (;;)!" (1— ) (1 + &) D((1 — &)™ (1 + &)™) a,8 >

Ortogonalidad.

1
(e.B) (a,8) _ha 8 _ TnOmn N =M
[ P @pE - e o) dn = { o

1
B 2006+ Pln+a+1)l(n+B+1)
S 2ta+ B+l Dnt+a+B+1)n!

Foérmula de recurrencia.

Tn

@y 2nt+Dn+tat+pf+1) (0. )
b @y_@n+a+ﬁ+n@n+a+ﬁ+% it (2)F
ﬁ2 —a’ (a+B)
+@n+a+m@n+&+ﬁ+2fz (z)+
2(n +a)(n + B) (o)

()

2n+a+pB)2n+a+p+1) "

5.7.2. Polinomios de Lagrere

Se obtienen como la familia de polinomio ortogonales asociados a la funcién peso
dada por:
w(z) =z%€"" z€[0,+o0] a>1

Los correspondientes momentos existen y verifican:
+o0 +o00
/ "zt dr = / 2" e dr =T(n + )
0 0

Notemos por {L%a) () }n=0 a los polinomios de Laguerre con coeficiente lider LY =

—1)"

n!
Foérmula de Rodrigues.

1 —x
L9 (z) = —|$ae_xD"(x”+°‘e ) a>-—1
n!
Ortogonalidad.
400 F(n + o+ 1) .
| @@t do = § T e =
0 0 n#m

Relacién de recurrencia.

(n+ 1)L () = @n+a+1—2) L (x) — (n+ ) LY, (2)
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5.7.3. Polinomios de Hermite
Se obtienen como la familia de polinomios ortogonales a la funcién peso dada por:
wz)=e* VzeR

Vn € N, notaremos por H,(z) al polinomio ortogonal con respecto a w(x) y cuyo
coeficiente lider es H,,(z) = 2"2" + .. ..

Foérmula de Rodrigues.

Ortogonalidad.
+oo 2" \/T0pm n=m

H,(2)Hy,(z)e™ do = { 0 n£m

—00

Relacién de recurrencia.

H,(x) =2xH, 1(x) — 2nH,_o(z)

5.8. Ejercicios

Los ejercicios relativos a este tema estan disponbles en la seccién 6.5.
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6. Relaciones de ejercicios

6.1. Introduccion a los Problemas del Analisis Numéri-

CO

Ejercicio 6.1.1. En aritmética de tres digitos por redondeo, calcula el valor de

V543 — v/540.
Vod3 — Vo400 ~ 23,3 -232=0,1

Ejercicio 6.1.2. Sea p(z) = a,2™ + ap_ 12" '+ -+ a1z + ag y ¢ € R. Demuestra
que en el algoritmo de Horner para evaluar p(x) en el punto x = ¢, el polinomio
q(z) = bzt + by 12" 2+ - - 4 byx + by es el cociente de la divisién de p(x) entre
el polinomio = — ¢, y que p(c) es el resto.

Ejercicio 6.1.3. Demuestra que al aplicar el método de Horner dos veces consecu-
tivas se obtiene el valor del polinomio y el de su derivada.

Demostracion. Usando el resultado del ejercicio 6.1.2, al aplicar por primera vez el
Algoritmo de Horner, se obtiene p(c), demostrando asi el primer resultado.

p(x) = q(z)(z — ¢) + p(c)
Al aplicar por primera vez el Algoritmo de Horner, se obtiene ¢(c).
q(z) = t(z)(z — ) +q(c)

Como se pide demostrar que al aplicarlo la segunda vez se obtiene p'(c), com-
probemos que ¢(c¢) = p'(c):

P(x) =¢(x)(x —c)+q(x) = p'(c) = ¢(c) - 0+ q(c) = p(c) = q(c)

Por tanto, se comprueba que al aplicar Horner por segunda vez se obtiene el
valor de la derivada evaluada en el punto. O

Ejercicio 6.1.4. Calcula p(1,1) para el polinomio p(z) = #3 — 32% + 3z utilizando la
expresion explicita y el algoritmo de Horner en aritmética de redondeo a dos digitos.
., Cambian los resultados? ;Qué valor es mas exacto? ;Por qué?

= Exp. explicita
p(1,1) = (1,1)* = 3(1,1)* +3(1,1) =1,3-3,6 + 3,3 =1
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= Algoritmo de Horner

1 -3 3 0
1,1 1,1 =21 0,99 = p(1,1) = 0,99
1T 1,9 09 099

Ejercicio 6.1.5. Calcule p(1,1) para el polinomio p(z) = z* — 32% + 3z utilizando la
expresion explicita y el algoritmo de Horner en aritmética de redondeo a dos digitos.
. Cambian los resultados? ;Qué valor es més exacto? ;Porqué?

En el caso de el algoritmo de Horner, el valor es p(1,1) = 0,99.

1 -3 3 0
11| 11 —21 0,99
T -1.9 09 099

Evaluando en la expresién analitica:
p(1,1) = (1,1)> = 3(1,1)* +3(1,1) = 1,3 - 3(1,2) +3(1,1) = 1,3 -3,6 + 3,3 =1

El valor exacto es p(1,1) = 1,001. Aunque por norma general es mas exacto el
algoritmo de Horner, en este caso es mas exacto evaular en la expresién analitica.
Esto se debe a que al evaluar al cubo se produce un error por defecto, mientras que
al evaluar en el monomio de grado dos se produce un error por exceso. Por tanto,
los errores, aunque son mayores, se Compensarn.

Ejercicio 6.1.6. Determina el nimero de operaciones necesario para evaluar un
polinomios de grado n mediante los siguientes métodos:

1. Evaluacién directa de las potencias.

En cada monomio de grado n se realizan n — 1 multiplicaciones para calcular
la potencia, y una ultima multiplicacién de la potencia por el coeficiente. Por
tanto, en cada monomio de grado n se realizan n multipicaciones. Por ello, en
un polinomio de grado n el nimero de multiplicaciones sera:

Zn—i:n+(n—1)+"'+1:
=0

n(n+1)
2

Respecto a las sumas, como hay n + 1 monomios, se realizan n sumas.

2. El esquema de Horner.

En este caso, un polinomio de grado n, al representarlo en la forma de Ruffini-
Horner, tendra n + 1 coeficientes y por tanto n + 1 columnas.

Exceptuando la primera, en cada columna se realiza una suma, por lo que se
realizaran n sumas.

Respecto a las multiplicaciones, se multiplica el valor en el que se evalia por
cada b; exceptuando el ultimo, by. Por tanto, se realizaran n multiplicaciones.

Por tanto, en total se realizan 2n operaciones.
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6.2. Resolucion de Sistemas de Ecuaciones Linea-
les

Ejercicio 6.2.1. Determina el nimero de operaciones necesario para resolver un
sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas mediante los siguientes métodos:

1. La regla de Cramer

2. El método de Gauss (sin eleccion de pivotes).

Ejercicio 6.2.2. Sea pretende resolver el sistema Ax = b donde A es la matriz

-3 a -3
A= —4 3 —4
2 7 —4

v b= (a,3,1)T, donde A € R es un pardmetro.

1. Determina para qué valores del parametro a se puede resolver el sistema usando
el método de Gauss sin intercambio de filas.

-3 a —3|a s AR -3 a -3 a

43 43 | ————= | 0 -%+3 0| -%+3

2 7 —4|1 T 2 7 —4 1
-3 a -3 a

Fi=m31F1+F3 da da
A __4a __4a
0 3 +3 0 3 +3

ma=m%=5 \ 0 W47 6| 41

s Fo E -3 a -3 a
3= 23,2 2 3 0 _% + 3 O _4?(1 + 3
mga=— AT 20421 0 0 —6| —6

_%4'_3_ 4a—9

Por tanto, el sistema se puede resolver con Gauss sin intercambiar filas si y

solo si: A g
_§+3¢0<:>4a749:>a¢1

2. Resuelve el sistema para cualquier valor del parametro a:

» Paraa=2:
9 9
-3 7 313
0 0 0160
17 5
0 ¥ 6|2
Por tanto, la solucién es z = (=312, 5122 \)T:
5 9 9 5412)
S46A 54 12) 9430932 gy g
l’gZAER .772:21_7 = 17 Ty = 3 T = 17

2
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» Para a # 2: La solucién es z = (—1,1,1)":

3_
$3:1 $2:1 .Il:u:—l
-3
3. Para a = 0 resuelve el sistema utilizando el método de Gauss con pivote
parcial.
-3 0 =310 -4 3 —413
4 3 4|3 | 2= 3 0 _30 w}
2 7 —4|1 2 7 —4|1 ) HEihh
—43—43FF—43—43
9 9 17 5
A S Il A U A
0 5 -6 3 0 -3 0 |—3
-4 3 -4 3
Fi=2F+F3
=21 0 ¥ —6/| 3
0 0 -3 -%
17 17
La solucién es x = (—1,1,1)7:
5
24+6 5412 34+4—-3
T3 =1 1'2:21_7 = 17 =1 1’1:_—4:—1

2

4. Para a = 0 resuelve el sistema utilizando el método de Gauss con pivote total.

—3 0 =30 T2 A L
4 3 —4|3 | =83 4 43 | 2T
9 7 —4l1) =9 Lo =3 =30
7 02 41 L 7092 4| 1
o s s |as | BEmEREEOL 0 s 16| 18
7 7 7 7 7
0 -3 =310 0 0 -—2|-%Z

La solucién, recordando que se han intercambiado la primera y segunda varia-
ble, es z = (—1,1,1)":

14+4+2
$3:1 T = _’;4 =-1 IQI—:l
= 7
Ejercicio 6.2.3. Usa el método de Gauss (sin intercambio de filas), sustitucion hacia
atras y aritmética exacta para resolver, si es posible, los sistemas lineales siguientes:

r1 — X9 + 3x3 = 2
1. 31’1 — 3.1'2 + T3 = —1
1 + X = 3

1 -1 3| 2 R 1 -1 3] 2

3 -3 1|-1 2 0 0 -8|-7

1 1 0|3 ) = A g 2 _3]1

Por tanto, como ag) = 0, no es posible resolverlo sin intercambio de filas.
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T
23?1
I
T

Por tanto, como ay, =

N[

_ =N =

o)
T2
T2
T2

+ I3
— I3 +
+ 3 +
1
-1 10
-1 -1 1
1 0 O
1
-1 11

(2)

(G20 NORG QAN

= 4
=5
= 2
=5
1 -4+ 1 0|4
Fj=—2F1+F, 0 0 =3 1|-3
3
Fle Pty 0 2 -1 0/[-2
Fle P4 Fy 00 0 1|1

0, no es posible resolverlo sin intercambio de filas.

Ejercicio 6.2.4. ;Es posible aplicar el método de Gauss (sin intercambio de filas)
al siguiente sistema de ecuaciones lineales? ;Por qué?

123 4 o 10

2 4 5 1 || 12

351 2 s || 11

46 31 24 14
1 2 3 410 123 410
2 45 112 | m=2r+n [ 0 0 1 =72
351 2(11 1351 2|1
46 3 1|14 463 1|14

2) _

Por tanto, como as, = 0, no es posible resolverlo sin intercambio de filas.

Ejercicio 6.2.5. Sea la matrz A € My(R)

2 =2 —4 2
-1 3 0 -5
A= -2 1 7 =2
1 -3 -1 B8

1. Determina la factorizacién LU en su forma de Crout de la matriz A.

2 -2 —4 2 l11 0 0 0 1 U112 U3 U4
A -1 3 0 -5 log lps 0 O 0 1 ‘us3 umy
-2 1 7 =2 l37 l3p l33 O 0 0 1 usg
1 -3 -1 8 l41 l42 l43 l44 0 0 0 1
I liiuig li1uss l11u14
_ lor lo1uga + I l21u13 + logtins l1u14 + l2guny
l31 l31u12 + 32 [31013 + [32u93 + [33 I31u14 + I30U4 + [33U34
I Inws +lo o lagws + lousg + laz Linuig + laguss + lagusg + lag
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Igualando componentes:

( 111 - 2

lgy=1

s = —2 — up = —1

l21U12 + lzg =3 — 122 =2

lg1u12 + 130 =1 —> l3p = —1

lnurg +lag = =3 — lyg = =2

l11u13 = -4 — U3 = -2

loyuiz + logugs = 0 — ugy = —1

l31u1s + lougs + 33 = 7 — 33 = 2

lypuig + lygugs + lyg = —1 — I3 = —1
l11U14 =2 — U4 = 1

lojuig + logtigg = —5 — ugy = —2

[31u14 + [30u4 + l33U34 = —2 — ugq = —1
L lanttag + laguiog + lyzuzg + 1y = 8 — Iy = 2

Por tanto, y tras igualar componentes,

2 —2 —4 2 2 0 0 0 1 -1 -2 1
1 3 0 -5 1 2 0 0 0 1 -1 -2

A=1 _5 4 7 2|17 =2 -1 2 o0 0o 0 1 -1 |=tY
1 -3 -1 8 1 -2 -1 2 0 0 0 1

2. Resuelve a partir de esta factorizacion el sistema que tiene a esta matriz por
matriz de coeficientes y por vector de términos independientes (0,2, —1, —2)7.

Sea la solucion x € R*.
Az =(0,2,-1,-2)" = LUz = (0,2, -1, —2)"

Sea Uz = y € R Resuelvo en primer lugar el sistema Ly = (0,2, —1, —2)T

2 0 0 0 n 0
1 2 0 0 w | | 2 B .
1 -2 —1 2 Ya 9

1 -1 -2 1 T 0
0 1 -1 —2 | |1 B T
00 1 1 e |=| o | =r=0100
00 0 1 T4 0

Por tanto, la solucién del sistema es z = (1,1,0,0)7.
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Ejercicio 6.2.6. Dada la matriz

2 -2 —4 =2

2 0 -6 -6

A=14 9 —g —10

2 2 -6 -—10

y los vectores

—8 —4 —2 —4
—12 —10 —4 —4
bl - —920 ; b2 - —14 ; b3 - -8 ) b4 — —6
—14 —14 —6 —2

resuelve los cuatro sistemas lineales Az = b;, i =1, 2, 3,4, mediante el método que
considere mas eficiente. ; Puede usarse esa misma técnica para calcular la inversa de
una matriz?

El método mas eficiente es la factorizacion LU, ya que al tener la matriz A
factorizada, este resultado se puede emplear para los 4 valores de b;. En el caso en
el que hubiésemos elegido Gauss, habriamos tenido que obtener la matriz triangular
en 4 casos distintos.

Calculo por tanto la factorizacion LU de la matriz A mediante el método de
Doolittle.

2 -2 -4 =2 1 0 0 O U1 U2 U3 U4
A— 2 0 -6 —6 - 121 1 0 0 0 U2 U223 U224
4 -2 -8 -—10 l31 l32 1 0 0 0 U3z3 U4
2 2 —6 —10 l41 l42 l43 1 0 0 0 U4g4

Por tanto, igualando componente a componente,

2 =2 -4 =2 1000 2 =2 -4 =2
2 0 -6 -6 1100 0 2 -2 —4

A= 4 -2 =8 10| [ 2110 o 0 2 =21 Lu
2 2 -6 -10 1 211 0O 0 0 2

1. Resuelvo en primer lugar Ax; = b;.
Como solucién del sistema Ly; = by, obtenemos y; = (=8, —4,0,2)7.

Por tanto, la solucion del sistema Az, = b; equivale a Uz; = y;. Por tanto,
= (0,1,1,1)T.

2. Resuelvo en primer lugar Axy = bs.
Como solucién del sistema Lyy = by, obtenemos yo = (=4, —6,0,2)7.
Por tanto, la solucion del sistema Az, = by equivale a Uzy = y5. Por tanto,
ry = (1,0,1,1)T.

3. Resuelvo en primer lugar Axs = bs.
Como solucién del sistema Lyz = b, obtenemos y3 = (=2, —2, —2,2)7.

Por tanto, la solucion del sistema Axs = bz equivale a Uzxz = y3. Por tanto,
r3 = (1,1,0,1)T.
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4. Resuelvo en primer lugar Az, = by.
Como solucién del sistema Ly, = by, obtenemos y, = (—4,0,2,0)7.

Por tanto, la solucion del sistema Az, = by equivale a Uzxy = y4. Por tanto,
s = (1,1,1,0)T.

Para calcular A=, se puede calcular la columna i-ésima de A~! resolviendo el
sistema igualando a e; en cada caso. Por tanto, resolviendo 4 sistemas LU se puede
calcular la inversa de A.

Ejercicio 6.2.7. Sea A € M,,(R) regular y tridiagonal.

ay C 0 0 oo 0
by ay ¢ 0 ce 0
| Ve
0 0 ... bn,1 Ap—1 Cp—1
0O o0 ... 0 by, an

Supongamos que A admite una factorizacién LU tipo Doolittle. Prueba que las
correspondientes matrices triangulares adoptan la forma

1 0 0 0O ... 0 d ¢ 0 0 ... 0

lg 1 0 0 ... 0 0 dg Co 0 e 0

0 I 1 0O ... 0 0 0 ds ¢ . 0
Ln = . 3 . . ; Un - . . . ’ . ’ i .

0 0 lp—1 1 0 0 O 0 dp_1 Cn-1

0 0 0 I, 1 0 O 0 0 dy,
con d; =ay y parat=2,...,n se verifica [; = dfil, d; = a; — l;ci_q.

Ejercicio 6.2.8. Decide razonadamente si la matriz

— N = =
[ N
UL O = DN
—_

o Gt ot

es o no definida positiva y utiliza tu razonamiento para resolver el sistema de ecua-
ciones lineales Ar = b donde b = (—1,5,1,9)T.

Para que sea definida positiva, es necesario que todos sus menores principales
sean positivos.

=1, ‘1 ':5—1:&

RO
= Ot =
Y = DN
I
i~
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112 1 0 1 2 1 0 1 2 1
4] = 1 54 5 _ -4 54 5| |0 0 -1 -5
2 46 5 -2 4 6 5 -2 4 6 5

1 5 5 10 -4 5 5 10 -4 5 5 10

1 2 1

=-2 0 -1 =5

-3 =7 0

0o 1 2
0 0 -1
—2 4 6
0 -3 —7
=-2.-8=16

Por tanto, como sus 4 menores principales son positivos, es definida positiva.
Ademas, como es simétrica, admite factorizacién de tipo Cholesky.

1 1 2 1 luy 0 0 O li1 oy
A= 1 54 5 . 1oq lgg 0 0 0 l22
2 4 6 5 l31 I3 I33 O 0 O
1 5 5 10 g lyo lg Ly 0 O
1 l11l2 i1l
Loilyy 3, + 15, lo1l31 + laal3:

lgllll lgllgl + l32l22 l%l + l§2 + l§3

I31
l32
l33

0

lo1lay + laalao
l31la1 + lsalaalsslys

l44

l11l41

lalin laaloy + laglas  laalsy + lyalsa + lyslss &1 + lZ2 + li3 + 124

Por tanto, igualando componentes y quedandome con los valores positivos de las

potencias,
112 1 1000 11
A 1 54 5 11200 0 2
1 246 5 2110 0 0
1 5 5 10 1 21 2 00

Por tanto, el sistema Ax = b se queda como LUx =
Resuelvo en primer lugar el sistema Ly = .

1 0 0 0 U1 -1
21 10 Y3 - 1
1 21 2 Ya 9
Resuelvo ahora Uz =y
11 21 T -1
021 2 T B 3 = (o
00 0 2 T4 9

Por tanto, la solucién es z = (—1,1,—1,1)7.
Ejercicio 6.2.9. Se considera el sistema de ecuaciones

6z + 1lly = 3
13z + 22y = 71
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y

—1
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1. Resuelve el sistema de ecuaciones por el método de Gauss, utilizando aritméti-
ca finita de cuatro digitos por redondeo.

6 11| 3 Fi=mo 11 +F; 6 11 3
13 22|71 ) e 5m ayer \ 0 —1,84 | 64,50

Por tanto,
64,50
3—11ly  3+385,6 388,6
= ~ = = 64,77
6 6 6 ’

2. Resuelve de nuevo el sistema por el método de Gauss con pivote parcial, uti-
lizando aritmética finita de cuatro digitos por redondeo.

6 11| 3 Fi<=F 13 22|71 Fj=mgy 1 F1+F 13 22 71
13 22|71 6 11| 3 m271:7%270,4615 0 0,85 —29,77

Por tanto,
—29.77
= _ ~ —35,02
Y= 7085 ’
p_Tlo22y TL4TI04 8414 o
13 13 13

3. Comenta los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

Como podemos ver, al usar el pivote parcial los resultados son més precisos.

4. Resuelve el sistema utilizando la factorizacién LU de Crout.
6 11\ (i1 O I up \ [ Iln li1ug
13 22 o 121 lgz 0 1 a 121 l21u12 + l22

Por tanto, igualando componentes:

6 11 6 0 14
= 6 =
(13 22) <13 —%)(0 1) Ly

Para resolver el sistema Ar = (3,71)7 = LUr, resuelvo en primer lugar Ls =

(3,71)7.
6 0 s\ 3 (L 387 g
13 -4 ) s )T \n T\

Resuelvo ahora el sistema Ur = s

1 u " 0,5 387\ "
6 — ? — -
(0 1)(r2 =\ -w ) ==\

_ 387

Por tanto, x =65 e y = — 57"
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Ejercicio 6.2.10. Demuestra que toda matriz simétrica A € S,,(K) cuyos menores
principales son no nulos admite una factorizacién en la forma A = LDL!, donde
D es una matriz diagonal regular y L es una matriz triangular inferior unitaria, es
decir, con unos en la diagonal principal.

Demostracion. Al ser sus menores principales no nulos, admite una factorizacion
LU sin intercambio de filas.

A=LU
Como A es simétrica,
A=At = LU = (LU) = U'Lt
Despejando, U = L~U*L!. Por tanto,
A=LU=LL'U'L

Veamos ahora que L~'U! = D es un matriz diagonal regular.
Es facil ver que D' = (U*)7'L, por lo que D es regular.

Veamos ahora que D es diagonal. En primer lugar, sabemos que la inversa de
una triangular inferior es triangular inferior. Por tanto, L' es triangular inferior.
Ademds, U es triangular superior, por lo que U? es triangular inferior. Como el
producto de triangulares inferiores es triangular inferior, sabemos que D es triangular
inferior.

Veamos ahora que D es diagonal. Para ver que es diagonal, y sabiendo que es
diagonal inferior, veamos si es simétrica.

D=L"'U" = L (LU = L'LU(L™Y = UL = D
Por tanto, como D = D', D es simétrica y, por tanto, es diagonal. O

Ejercicio 6.2.11. Demuestra que la funcién definida en R™ por

n
1]l =D _ |l
i=1

realmente es una norma vectorial.
Demostracion. Ha de cumplir las tres propiedades:

v ||z|]y = |z1| + -+ + |za] = 0, ya que es la suma de elementos positivos.

Ademas, es necesario ver que ||z||; =0 <=z = 0.

2|1 =0 <= |1+ +|za| =0 = |21 = - = |2, =0
< ==x,=0<«<—=x=0

» Veamos si ||cz||; = |¢]||z]||1
e[y = lexa| + - - + |exa| = le|(jea] + - - + |an]) = le]||2]]:
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» Veamos la desigualdad triangular.
lz+ylli = [z1ty |+ Hzntyal < lzil+Hy |+ +Haal+Hynl = [l2]l+ |yl

O
Ejercicio 6.2.12. Demuestra que para todo z € R" se verifica:

L 7loo < ||z]l2 < ||2]]1 y que las igualdades pueden darse, incluso para
vectores no nulos.

Demostracion. Demuestro en primer lugar la primera desigualdad.

||z]loc = méx [z;]
i=1,....n

yey

Supongamos que el méximo se alcanza en i = k, es decir, ||z||w = |7k|

|Z]loe = max [z;] = |zx] = V/]ax[* <
i=1,...,n

n
Z|xi|2 = ||zl
=1

Demuestro ahora la segunda desigualdad.

(£ -

donde en (x) se da la desigualdad ya que la suma de cuadrados es menor que
el cuadrado de la suma, y en (xx) se da ya que, al ser |z; > 0, la suma también

[|z[l2 =

D lzl| < Y lail =llelh
i=1 i=1

es > 0.
Ademas, se puede dar la igualdad oara vectores no nulos. por ejemplo, es el
caso de ey.
llexlloo = llex]l2 = lexllr =1
O
2. |[|z[ly < nlflle
Demostracion. Sea ||x||oc = méx;—1 __, |2;|. Supongamos que el maximo se

alcanza en ¢ = k, es decir, ||z]|o = |2k
n n
el =D lzal < Y lzel = nlax| = nllz]l
i=1 i=1

donde la desigualdad se da ya que, por la definicién de |zy|, || = |z;| Vi O

3. [l < vnlzfl
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Demostracion. Sea ||x||oc = méx;—1__, |z;|. Supongamos que el maximo se
alcanza en ¢ = k, es decir, ||x||o = |zk]|-

n n
allz = | D lzl® <\ | D lawl? = V/nlawl? = Valay] = Va2l
=1 =1

donde la desigualdad se da ya que, por la definicién de |zy|, || > |z;| Vi O

Ejercicio 6.2.13. Demuestra que el nimero de condicién, x(A), para toda matriz
A verifica:

1. k(A) > 1
Demostracion.
k(A) = [[A[[|[|A7Y] = [|[AA7Y| = [|1]|

Por tanto, para ver que x(A) > 1, es necesario ver que ||I|| > 1. Hay dos
opciones:

a) Opcién 1
Sabemos que ||/||; = 1, pero podria ser que existiese otra norma matricial
en la que su norma fuese menor que 1. Sin embargo, esto no es posible,
yva que como p(I) =1 ¢ 1= || - ||a t.q. |[I]|ar < 1.

b) Opcién 2

VI A= AL < A[ - = 1] 2 gy =1

Por tanto, ||I|| > 1, por lo que:

R(A) 2 |I1)] > 1

O]
2. k(aA) = k(A) para cualquier escalar o € R*.
Demostracion.
k(ad) = [laA|lll(cd)7H] = [laAlllla™ A7H] = [all|All - o~ |A™H] =
= [IAIIIATM I = s(4)
[

Ejercicio 6.2.14. El sistema de ecuaciones

r+y=20
x +0,999999y =1
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tiene como solucién exacta z = 10°, y = —10°. Encuentra la solucién exacta del
sistema
r+y=0
z + 1,000001y =1 }

Comenta los resultados.

Resuelvo haciendo uso de que —x = y:

1
—1,00000lz =1 =1=———" = —10°
T ! = Z0,000001
Por tanto, z = —10°, y = 10%. Estos resultados totalmente contrarios se deben a

que es una matriz mal condicionada. Calculemos el niimero de condicién de A =

11 .
10999999 )
w=ll(t 1 11 ! 11 —10°
ML 0,999999 1 0,999999 1 0,999999 106

Haciendo uso de la norma 1, k1(A) =2-2-10% = 4-10° >> 1. Por tanto, se han
perdido aproximadamente 6 cifras significantes.

Ejercicio 6.2.15. La matriz de Hilbert H,, = (hj;)nx» definida por h;; = iﬂ%l, 1<
1,J < n esun importante ejemplo en el algebra lineal numérica. Encuentra la matriz
H,, demuestra que

16 —120 240  —140
—120 1200 —2700 1680

240 2700 6480 —4200
—140 1680 —4200 2800

H' =

y calcula koo (Hy). {Qué puede esperarse al resolver una ecuacién en la forma Hyx =
b?

En primer lugar, obtengo Hy:

1 05 1 02
| 05 & 025 02
Hi= 1025 02

1
025 02 1

~[=oy | =

Efectivamente, la matriz dada es H; ', ya que H;'H = I,.

25

Hyloo = =
Hille = 1

|H; Y |oo = méx{516,5700, 13620, 8820} = 13620

Por tanto, koo(Ha) = ||Hal|oo|[H; '||eo = 213620 = 28375 > 10* >> 1.
Por tanto, es una matriz mal condicionada y al resolverse un sistema lineal sera
poco fiable, ya que frente a pequenas variaciones variara en grandes medidas.
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Ejercicio 6.2.16. Consideremos la matriz

2 3
=(17)
Comprueba que la matriz A no es estrictamente diagonal dominante (por filas), pero

que los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen, para resolver cual-
quier sistema Azx = b.

Como |2| # |3|, no es E.D.D.
Veamos si el método de Jacobi es convergente. En este método, se toma como
matriz de descomposicion ) = D.

(20 o (3
o-(33) (i

Por tanto, el método iterativo de Jacobi queda como:

= O
N——

kD = (] — D‘lA)it(k) +D%=Bz® 4+ D% conB=1-D"'A4

(1 1) (4 9)

Por tanto, como Pg(\) = A2 —2 = p(B) = \/g < 1. Como p(B) < 1, el método
iterativo de Jacobi converge.

Veamos si el método de Gauss-Seidel es convergente. En este método, se toma
como matriz de descomposicion QQ = D + L.

2 0 B 1/ 4 0 1
o-(11)  @r=s(he)-(4

Por tanto, el método iterativo de Gauss-Seidel queda como:

N

= O
N—

e* ) = (71 - Q7 'A)a2® 4+ Q"o =BzW + Q' conB=1-Q'A

(4 1)-(2 1)

Por tanto, como Pg(\) = A — 32X = p(B) = £ < 1. Como p(B) < 1, el método
iterativo de Gauss-Seidel converge.

oojowo |

Ejercicio 6.2.17. Demuestre que para la matriz

1 0 1
A= -1 1
1 2 -3

las iteraciones del método de Jacobi convergen y las del método de Gauss-Seidel no
lo hacen.
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Trabajemos primero con el método de Jacobi.

o O

0
0

o = O
S = O

1 1
Q=10 Q=10
0 0

-3

W=

Por tanto, el método iterativo de Jacobi queda como:

g* ) = (1 - Q7 'A)2®™ + Q7o =Bz® + Q0 conB=T-Q'A

1 0 1 0 0 -1
B=1- -1 1 0 = 1 0 0
t-r1) \rio
-2 0 -1 , 2 1
Ps)=| 1 —x 0 |=-X_2_2)
1 2 3 3
3 03 A

Las soluciones son:

Ao = 0,75
Ap = 0,37 + 0,87i => |A;| = 0,89

Por tanto, p(B) < 1, por lo que el método iterativo de Jacobi converge.
Veamos ahora para el método de Gauss-Seidel.

1 0 0 10 0
Q=1 -11 0 Q'=(11 0
1 2 -3 1 2 -1

Por tanto, el método iterativo de Gauss-Seidel queda como:

g* ) = (1 - Q7 'A)z®W + Qb =Bz® + Q' con B=I1-Q'A

1 01 00 -1
B=I-1011]=(00 -1
0 0 2 0 0 -1

Ps(\) = =XN(A+1) = p(B) =1
Como p(B) £ 1 = el método de Gauss-Seidel, en este caso, no converge para
cualquier valor de z(©.

Ejercicio 6.2.18. Considera el sistema

2r+y+z =4
r+2y+z =
r+y+2z =4

1. Comprueba que la matriz de coeficientes del sistema no es estrictamente dia-
gonal dominante (por filas).
En la primera fila, 2 % 2, por lo que no es E.D.D. (por filas).
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2. Partiendo de z(? = (0,8,0,8,0,8)”, muestra que las iteraciones del método de
Jacobi oscilan entre los valores (1,2,1,2,1,2)7 vy (0,8,0,8,0,8).

1
Q - 2[ Qil - 5[
Por tanto, el método iterativo de Jacobi queda como:

g* ) = (1 - Q7' A)2™ + Q7'b = Ba® + ¢

conB:I—Q_lA:I—%Ayc:Q_lb:%b:(2,2,2)T
1 1 01 1 2
1 10 2

Por tanto,

% =(0,8,0,8,0,8)7
2-(0,8,0,8,0,8)"
2
2-(1,2,1,2,1,2)T

@ = Bx® 4= — 5 +(2,2,2)7 = (0,8,0,8,0,8)"

2D = Bp© 4 oo +(2,2,2)7 =(1,2,1,2,1,2)7

Por tanto, es facil ver que:

M =(0,8,0,8,0,8)"
=D =(1,2,1,2,1,2)7

1=y Sy

Vn € NU {0}

3. Muestra que las iteraciones del método de Gauss-Seidel convergen a la solucion
z = (1,1,1)7, calculando iteraciones hasta que ||z*) — z*+=D||, < 1073.

2.0 0 L[4 000
Q=120 Ql'l=-| -2 4 0
11 2 8\ -1 -2 4

Por tanto, el método iterativo de Gauss-Seidel queda como:

2® D = (1 - Q7' A)x™® + Q7'b = Ba™ + ¢

conB=1-Q 'Ayc=Q'

|
B R0 |
o
Il
= = DN

o|w
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Por tanto, las iteraciones son:

,0,0)T
1
)

9 13
4’8’ 16)
33 69 121
32764 128>

(>

(3

<253 529 1013
! <256 512’ 1024)

(

(

(

(

2048’ 4096 8192
16293 32857 65629)

2025 4141 8193)

16384 32768’ 65536
130801 262229 524745\ 7

~ 1 1 T
131072’ 262144’ 524288) (0,9979,1,0003, 1,0009)
1047949 2096865 4195845

0,9994, 0,9999, 1,0004)”
1048576 2097152 4194304) ~(0,9994,0,9999,1,0004)
(8387641 16775101 33558481

8388608 16777216 33884432

T
) ~ (0,9999, 0,9999, 1,0001)”

Observacion. Como A es simétrica y definida positivamente, podemos confir-
mar que el método de Gauss-Seidel converge. Sea {:B(k)} — L= (2,y,2)T
R3. Como z*+1) = Bz® 4 ¢, como toda parcial de una sucesién convergente
converge al mismo limite, y usando también la unicidad del limite,

L=BL+c= (I-BL=c=L=(I-B)'¢c=(1,1,1)T = (x,y,2)"

4. ;Se mantienen los resultados de convergencia de los métodos de Jacobi y
Gauss-Seidel si intercambiamos las ecuaciones segunda y tercera?

No tiene por qué, ya que sus valores propios son distintos y, por tanto, su radio
espectral también lo es. Veamoslo.

Trabajemos primero con el método de Jacobi.

2 0 0 100
Q=1010 Q'=1010
00 1 00 1

Por tanto, el método iterativo de Jacobi queda como:

g* D) = (1 - Q7 'A)z® + Qv =Bz® + Qb conB=1-Q'A

1 1 1 1

L3 3 0 —3 —2
B=I-|112]=(-1 0 =2
121 -1 -2 0
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5 S A b0 D
PpA) =] -1 =X =2 |=|-1 =X\ —24A|=|-2 —2°-x 0 |=
1 -2 - 1 -2 2-) —1 =2 2-]

— (2— N)g(\) = p(B) > 2

Por tanto, como p(B) > 2, el método de Jacobi tampoco converge en este caso
independientemente del valor de z(©).

Trabajemos ahora con el método de Gauss-Seidel.

N — O

2 00
Q=11 0 Q=1 -3
1 1

Por tanto, el método iterativo de Gauss-Seidel queda como:

g* D) = (1 - Q7 'A)z® + Qv =Bz® + Qb conB=1-Q'A

R T
B=1- U ? 55 - 0 51 _75
0 3 —3 0 -3 2
4
PN =] 0 %—3 7—3 = AN =4 +1) = AA—2-V3)(A—2+V3)

Por tanto, como p(B) = 2+ /3 > 1, el método de Gauss-Seidel no converge
en este caso.

Ejercicio 6.2.19. Determina el nimero de operaciones necesario para resolver un
sistema de n ecuaciones lineales con n incoégnitas mediante los siguientes métodos:

1. La factorizacién LU en la forma de Doolittle.

2. La factorizacién de Choslesky (suponiendo que la matriz de coeficientes es
simétrica y definida positiva).

Ejercicio 6.2.20. Ejercicio Examen 21/22

Se considera una norma vectorial || - || en R™ y la correspondiente norma matricial
inducida || - ||. Dada una matriz cuadrada regular S de orden n, se define la norma
vectorial || - ||s por:

[|z]]s = [|S]]

1. Prueba que asi definida es una norma en R"

w ||z||s = ||Sz|| = 0 por ser || - || una norma vectorial. Ademds, se com-
prueba que ||z]|s =0 <= 2 =0

|z]]s =0 <= ||Sz|| =0<= Sz =0<=2=5"'-0=0
n fJexlls = [[S(cx)|] = |le(Sz)|[ = |c| - [|Sz|| = [c] - [|=]]s
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= |lz+ylls = [[S(@ +y)ll = |5z + Syl < [[Szl[ + [[Syll = [lz|ls + llylls

2. Prueba que la norma matricial inducida es

1A[ls = [|SAS™Y|
Demostracion.
Azlls _||SAz|| _||SAST! S|
| Al|ls = méax = méx 2 g 122 2
20 ||zlls w20 |[Sz|| a0 [|Sz]

* A -1
(:) méxw — ||SAS—1H

h 5]

Donde en (%) he usado que, por ser S regular,
{reR"|xz#0}={zr eR"| Sz #0}

Como ambos conjuntos son los mismos, el maximo se alcanzara en el mismo
valor. O]

3. Si denotamos por k(A) y kg(A) el niimero de condicién de la matriz A respecto
de las normas || - || y || - || respectivamente, prueba que:

ks(A) < K(S)%K(A)
Demostracion.

ks(A) = [|Allsl|A7H]s = [[SASTH] - |ISATS | <
<IISIPISTHPHAIIATY] = £(S)*s(A)

]

Ejercicio 6.2.21. Ejercicio Examen 21/22

Dadas las matrices
B -2 1/2 B 8
A_(—1/2 —2) b_(32)

se pretende resolver el sistema Ax = b.

1. ;Se puede garantizar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel?
Justifica la respuesta.

Si, ya que la matriz A es EED.D., yaque 2> 1/2y 2> 1/2.

Alternativamente, y solo para el caso del método de Jacobi, se demuestra de
manera general.
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La matriz de descomposicion del método de Jacobi es:

o-p= (7 %) =-u

Por tanto, el sistema de punto fijo de Jacobi x = Bjx + ¢ tiene como Bj a la
matriz:

BJZI—Q‘1A=1+%A:I+(—_1}4 1—/3):(—?/4 164)

Por tanto, como ||By||; < 1 = este método iterativo converge.

2. Escribe las ecuaciones de los métodos y realiza dos iteraciones del método de
Gauss-Seidel partiendo de z(® = (0, 0).

Las ecuaciones del método de Jacobi son:

k1) _ _ —%xék) + 8) = ixék) —4

(
1
( 129 +32) = 42l — 16

x
k+1
$2 ) - —

N— Do

Las ecuaciones del método de Gauss-Seidel son:

x§k+1) _ ixék) 4
xngrl) —iwﬁkﬂ) _ 16

Realizamos ahora dos iteraciones del método de Gauss-Seidel:

k|2 | 2
0] 0 [ 0
1| —4 | 15

31 225
2| -3 1-%

3. Se propone el método iterativo
2* = (I —wA)z® + wb

Prueba que para w = —% el método converge a la solucion del sistema pa-
ra cualquier valor inicial (9. ;Que debe cumplir w para que el método sea
convergente? Indica algiin otro valor para el que asi sea.

I —wA= 1—1;2w 2
3 1 + 2UJ

2
Prowa(N) = X — (2 + dw)A + (1 + 2w)? + WZ

Los valores propios de dicha matriz son:

2
)\G]R|/\2—(2—1—4w)/\—|—(1+2w)2—|—%:0
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244w £ /(24 4w)? — 4(1 4 2w)? — w?

A

2
2+ dw & | 220 4+-20]7 (2] —
- 2

:1+2wi%¢=1+2wi§z‘

Por tanto, los valores propios son: {1 + 2w £ %’z} Para que el método iterativo
converga, necesitamos que
b<1

Como |1 + 2w — %z‘ = ‘1 + 2w + %z}, la inecuacién a resolver es:

méx{’l—i—Zw—i—%)i

w
14+ 2w — =1
,‘ + 2w 22

w. w? y W2
’1+2w—§z‘<1<:> (14200 + 25 < 1= w2 <1

<:>w<4+4w+%) <0

Esta ultima desigualdad se cumple solo si uno de los dos términos es negativos.

w 17 —16
444 — =44 — —
w<0 —I—cu—l—4 +4w<0<:>w< T

Por tanto, el método iterativo converge si:

16
(A)E:|—ﬁ70|:
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6.3.

Ejercicio 6.3.1. Utilice el método

Interpolacién polinémica

maés adecuado para calcular el polinomio p(x)

de grado minimo que interpola los datos de la tabla

2

fil

-1 01
2 1 2 =7

1. Utilice el algoritmo de Newton—Horner para calcular p(3).

Calculo en primer lugar el polinomio de interpolaciéon mediante el método de
Newton. La tabla de diferencias dividas es:

X

—1

2

[lai]
2
-1
1 1
1 -2
2 -5

-9

-7

Por tanto, el polinomio de interpolacién es:

ps(x)=2—(z+ 1)+ (z+ 1)z —2(x+ Dzx(z—1)

Para evaluar, usamos el método de Newton-Horner:

p3(z) =2 — (x+

)+ (x+ Dz —2(x+1)x(z—1)

=2+ (v + D)[~1+2[1 —2(z — 1)]]

Por tanto, evaluando, p3(3) =

—38.

2. ;Qué término habrd que anadir al polinomio p(z) para que el nuevo polinomio
interpole también el dato (3,10)?

Ampliamos la tabla de diferencias divididas con una diagonal mas:

X

—1

flai]
2
-1
1 1
1 -2
2 ) 2
-9 6
-7 13
17
10
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Por tanto, el polinomio de interpolacion es:
pE)=2—(z+1)+ @+ -2+ 1)z(xz—-1)+2@+1)z(z—1)(z—2)

Podemos ver que el ultimo término sera:
flxo, ...,z H:L‘—xz—Zx—i-l) (x —1)(z —2)
=0

Ejercicio 6.3.2. Dados los puntos:
zi|-1 0 4 =2
fi] 0 1 305 =31

1. Construya, usando el método de los coeficientes indeterminados, la féormula de
Lagrange y la formula de Newton, el polinomio que interpola a dichos puntos.

Como hay cuatro puntos, el grado del polinomio de interpolacion es 3.

» Método de Coeficientes Indeterminados

El polinomio quedard como p3(z) = ag + a1z + ax? + azz>.
Las condiciones de interpolacion son:

p3(—1) = a —ay  +ay —az = 0 ao
ps(4) =305 ( ay +4a; +16as +64a; = 305 [ ay
pg(—2 =-31 Qo —2CL1 +4a2 —8CL3 = =31 as

Por tanto, el polinomio queda: p3(z) =1 — 4x + 523
= Método de Lagrange

Calculo los polinomios bésicos de Lagrange ¢;

n

(r+ Dx(x—4)

= R
Por tanto,
B - (z—=0)(z—4)(z—(-2))  z(xz—4)(r+2)
ROl | o s ) R
ki
0 (x) = (x+1)(x—4)(z+2) lo(x) = (x+ Dzx(x + 2) ly(x) =

120

Por tanto, el polinomio de interpolacién queda:

ps(x) = folo(x) + fils(z) + folo(x) + f3ls(x)

x(r — 4§(m +2) L1 (x + 1)(:70_—84)(:70 + 2)+

(z+Dz(x+2) 51. (r+ Dx(x—4)
120 —12

—0-

+ 305 -

94
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s Método de Newton

Calculo en primer lugar la tabla de diferencias divididas:

zi | flxi
-1] O
1
0 1 15
76 5
4 | 305 10
56
-2 | =31

Por tanto, el polinomio de interpolacién es

ps(x) = 04+ 1(z = (=1)) + 15(z — (=1))(x = 0) + 5(z — (=1))(x — 0)(z — 4)
=0+ (x+1)+15(zx+ 1)z +5(x + 1)z(x — 4)
=0+ (z+ 1)[1+ z[15 + 5(z — 4)]]

2. ;Sigue siendo vélido el mismo polinomio si agregamos el punto (1,2)7? ;Y si
fuera el punto (3,0)7

Evaluando en cualquiera de los polinomios del apartado anterior,

pa(1) =2

Por tanto, si es vélido el mismo polinomio para el punto (1,2), ya que lo
interpola.

Sin enbargo,

pa(3) = 124
Por tanto, no es vélido el mismo polinomio para el punto (3,0), ya que no lo
interpola.

Ejercicio 6.3.3. Sean (;(t),i = 1,...,n los polinomios bésicos de Lagrange. De-

muestre que:

L {ly(t),01(¢), ..., 0,(t)} constituyen una base de P,
Sabemos que {4 (z;) = 0.

Supongamos que son linealmente dependientes, es decir, que dag,...,a, € R
no todos nulos tal que:

0=aplo(t) + - +ajl;(t)+ -+ aly(t)

Evaluando en cada z;, obtenemos que a; = 0 Vj. Por tanto, son nulos, por
lo que llegamos a una contradiccion.

Como tenemos n + 1 vectores linealmente independientes en un espacio vecto-
rial de dimension n + 1, tenemos que forman base.
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2.3 bi(t) =1,
Sean los puntos (z;, f;), con f; =1 Vi. Es decir, un conjunto de puntos alinea-
dos sobre la recta y = 1. Por tanto, sabemos que el polinomio de interpolacién
es py(x) = 1.

El polinomio de interpolaciéon de Lagrange es:
pa(x) =) witi(x) =) li(x)
=0 i=0

Por la unicidad del polinomio de interpolacién:
pa(r) =Y li(z) =1
=0

Ejercicio 6.3.4. Estudie para que valores de a € R es unisolvente el siguiente
problema de interpolacion:
Encontrar p € Py tal que:

p(=1) = wo
pla) = w
p(l) = w

Procedemos al calculo del polinomio mediante el método de coeficientes indeter-
minados. Sea po(z) = by + b1 + boz?.

p(—=1) = wo bp — b1 + by = wy
Pla) = w = by + 2bya = w
p(l) = w bp + by + by = wo

Por el teorema de Rouché-Frobenius, tenemos que la solucién sera tnica si el
determinante de la matriz de coeficientes no es nulo. Por tanto,

1 -1 1
0 1 20 |#0«<=1-2a—1—-2a=—-4a#0<=a#0
1 1 1

Por tanto, el problema tendra solucién unica si a # 0. Para a = 0, tendré infinitas
soluciones si w; = 0; mientras que no existira solucion en caso contrario.

Ejercicio 6.3.5. Demuestre que el determinante de Vandermonde

1 2z ...
1z ... a2}
V(IL'(), 7xn) = .
1 z, x5,
verifica
V(zg, ..., xn) = H (; — ;)
n>i>j>0

y que por tanto V(zo, ..., x,) # 0 <= x; # x; para i # j.
Demostramos por induccion sobre n.
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s Paran=1:

V(zg, 1) == ’

= T1 — Ty = H (IZ—.T]>

1 =z
1 12i>5>0

= Supuesto cierto para n — 1, demostramos para n:

1 2z ... xp 1 0 - 0
-1
L oz ... 2] | O=Cj—20Cjr | 1 T3 —0 ... T] — T T
V(IL'[),...,I'”):: . . . - . .
1z, ... 2" 1 xp—x9 ... x"—a" g
n—1 n—1
r1—To ... TP —aP Tz r1—x9 ... a7 (x1—>0)
-1 -1
Ty —To ... xh—xl g Ty —To ... xn H(x, — 20)
n—1
1 =z ... =
1 @y ... ay!
=(r1—m)...(xp — )| . . .=
-1
1z, ... oy
n
=[[@i—=20) [] @-=z)= ]] (@-=)
i=1 n>i>j>1 n>i>j>0

Demostrandolo asi para n. Por tanto,

V(x07"'7xn)7é0<:> H (xl_xj)#0<:>xl7éx] VZ,j

n>i>5>0

Ejercicio 6.3.6. Al medir f en una serie de puntos x;, se han obtenido los siguientes
valores:

z; 101 2 3 4 5 6
fil0O 1 8 26 64 125 216
1. Calcule la tabla de diferencias divididas.
Z; f[xz]
0 0
1
1 1 3
! 11 % 1
31 26 10 1 -1 ) 36
58 23 2 1 12
4| 64 5 5
61 I
51 125 15
91
6 | 216
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2. Al medir f en el punto x = 3 se cometié un error, ya que el valor exacto era
f(3) = 27 y se obtuvo 26. Estudie la propagacién de dicho error en la tabla de
diferencias divididas.

z; | flzi]
01 O
1
1 1 3
7 1
2| 8 6 0
19 1 0
3| 27 9 0 0
37 1 0
4| 64 12 0
61 1
5 | 125 15
91
6 | 216

Como podemos ver, el error se propaga a lo largo de la tabla de diferencias,
afectando a gran cantidad de diferencias divididas. Ademas, los errores son
significativos, ya que se obtendria un polinomio de grado 3, mientras que el
anterior seria de grado 6.

3. Supongamos que los valores f; no son todos exactos sino que unos son mas
fiables que otros. Si se desea que los menos fiables intervengan en la obtencién
del menor niimero posible de coeficientes en la formula de Newton, ;cémo hay
que ordenar los calculos?

Hay que situar los datos (x;, f;) més fiables en la zona intermedia de la tabla
de diferencias divididas, mientras que los menos fiables se debe situar en la
parte superior o en la parte inferior, para afectar asi al menor nimero posible
de diferencias divididas.

Ejercicio 6.3.7. Utilice las propiedades de las diferencias divididas para determinar

de qué grado es el polinomio p del que se conocen los siguientes valores:

2 3
7 25

i | -2 -1 0
1

2 1
fil -5 1 1
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Calculo la tabla de diferencias divididas:

zi | flzi]

—2| -5
6

-1 1 -3
0 1

0 1 0 0
0 1 0

1 1 3 0
6 1

2 7 6
18

3 25

Sabemos que el coeficiente lider de p,(x) es f[zo,...,x,]. Como tenemos que:
f[$0,...,£€5] = f[l’o,...,l’;;] =0

Entonces, el coeficiente lider de ps(z) y el de py(z) es el 0. Por tanto, el polinomio
que interpola esos 6 puntos es de grado 3.

Ejercicio 6.3.8. Sea el polinomio de interpolacién en forma de Newton
p(x) =(x+3)(z+2)(x+ 1)z —(z+3)(x+2)(z+1)—3(x+3)(x+2)+17(x+3) — 26
Se desea obtener la tabla de valores que generd el polinomio anterior.

1. ;Cuantos datos de interpolacion tenia el problema?
Como p(x) € Py(z), como minimo habia 5 datos. Podria haber mas datos,
pero todos ellos referidos al mismo polinomio, es decir, redundantes.

2. Recupere la tabla completa de diferencias divididas teniendo en cuenta que los
nodos son equidistantes, esto es, x; — x;_1, 1 = 1,2,...,n, es constante.

El término lider sabemos que es:
flro, .- xn] - (. —20) ... (x —xpq) = (+3)(x + 2)(z+ 1)z

Por tanto, tenemos que las abcisas de los cuatro primeros datos: {0, —1, —2, —3}.

Para calcular la quinta abcisa, nos fijamos en como se ha dado el polinomio.
Este tiene la forma de:

k—

p(e) = flaol + Y Sloo- o] [ =)

=0

[ay

~

Nos fijamos por tanto monomio por monomio.

= Del monomio de grado 0, —26 vemos que f[zy] = —26
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Del monomio de grado 1, 17(x + 3) vemos que zg = =3y f[xg, x1] = 17

= Del monomio de grado 2, —3(z + 3)(z + 2) vemos que x; = —2y
flzxo, z1,20] = =3

» Del monomio de grado 3, —(z + 3)(z + 2)(z + 1) vemos que x5 = —1y
flwo, 1, 32, 73] = —1

Del monomio de grado 4, (x + 3)(xz + 2)(z 4+ 1)z vemos que z3 = 0y
f[x0,$1,$2,$3,$4] =1

Por tanto, como las abcisas son equidistantes,

l=ax3—r9o=24—23=24—0=04 = 24 =1

Calculamos sus imagenes mediante el algoritmo de Newton-Horner:

plx)=(x+3)(z+2)(z+ 1z —(z+3)(z+2)(x+1)—3(x+3)(xr+2)+ 17(x +3) — 26
=26+ (z+3)17+ (x+2)[-3+ (z+ 1)1+ 2]]]

p(=3)=-26  p(-2)=-9 p(-1)=2 p0)=1 p(1)=6

Por tanto, sabemos:

Z; f[xz]
-3 -26

17
21 =9 -3

— -1
-1 2 — 1
0 1 —
1 6

Completamos, por tanto, la tabla de diferencias divididas.

zi | flwi]
-3 -26
17
-2 -9 -3
11 -1
—-1| 2 —6 1
-1 3
0 1 3
b}
1 6

Ejercicio 6.3.9. Usando aritmética de tres cifras por redondeo, calcule el polinomio
de interpolacién para los siguientes datos: f(0,8) = 0,224, f'(0,8) = 2,17, f(1,0) = 0,658,
f/(1,0) = 2,04. Estime f(0,9) en dicha aritmética, minimizando el error de redondeo.
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x; | 08 1,0
fi 10,224 0,658
fil 2,17 2,04
Calculo la tabla de diferencias divididas:
T; f[l"z]
0,810.224
2.17
0,81 0,224 0
2,17 —-3.,25
1 | 0,658 —0,65
2,04
1 | 0,658

Por tanto, tengo que:

ps(z) = 0,224 4+ 2,17(x — 0,8) —

3,25(x — 1)(z — 0,8)?

= 0,224 + (z — 0,8)[2,17 — 3,25(x — 1)(z — 0,8)]

Para calcular f(0,9) minimizando el error cometido, empleo el algoritmo de

Newton-Horner.

p3(0,9) = 0,224 +
= 0,224 +
= 0,224 +
= 0,224 +
= 0,224 +

(0,9 —
(0,1)]
(0,1)]
(0,1)]
(0,1)]

?

0,8)[2,17 — 3,25(0,9 — 1)(0,9 — 0,8)]

2n 3,25(—0,1)(0,1)]
2,17 — 3,25(—0,01)]

2,17 + 0,0325]
2,20] = 0,224 + 0,22 = 0,444

Ejercicio 6.3.10. En este problema se trata de probar mediante interpolacién la

formula

0+ 142+

que es valida para todo nimero natural n >

n(n+ 1)

0.

2

1. Utilice las diferencias divididas para demostrar que la funcién p(n) =0+ 1 +
2+ 3+ -+ n es un polinomio de grado 2 en la variable n > 0.
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Calculo la tabla de diferencias divididas:

n | pn)
0 0
1
1
1 1 5
2 0
2 3 5
3
3 6
‘ n—2 .
n—2|> 5t
n—1
n—1]30 i 1
n
n Z?:o U
Por tanto, tenemos que f[zy,x1, 23, 24] = 0 Va; consecutivos.Por tanto, tan

solo tres puntos son necesarios para interpolarlo, por lo que es de grado 2.

2. Utilizando la formula de Newton para el polinomio de interpolacién demuestre
que

nin—+1

p(n) = (T)

3. Utilice un procedimiento andlogo para calcular el valor de la suma
0>+ 12+ +n?
Ejercicio 6.3.11. Consideremos la funcién f(z) = Inx y sea p(x) el polinomio que
la interpola en xg y x1, con 0 < zg < 7.

1. Demuestre que el error cometido en cualquier punto del intervalo [zg,x;] estd
acotado por:
(71 — m9)?
e(x —_—
(o) < s

Sabemos que el error cometido en cualquier punto del intervalo [zg,x;] viene

dado por:
" "
)l = |18~ 2w —20)| = E o ) —ao)l € loom
Como f"(x) = —% es estrictamente creciente en R*, y xg, 21 € RT por perte-

necer al dominio de f, entonces tenemos que:

I (o) = o), £"(20)] = [—%, —%}

Ty T3

s
=N =
=
S| F
| I

= Im (}f\/[lﬂfo,ﬂh] |) = |:
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Calculamos también la imagen de |h(z)| = |(x — x1)(x — x0)|-

h(z) = (z — 21)(z — 20) = 2% — (21 + 20)2 + 21270

T+ g
2

Como b (x) = 2 > 0 = x = I es un minimo relativo. Al ser una parabola,
también es absoluto.

h(z) =22 — (21 4+ x0) =0 <=z =

h(xzy) =0 h(xg) =0

2 2 2
h (xl ;_x0> = (xl ZIO) - (Il —ng) + xlxo = ——<x1 —ZxO) + xlxo =
T2 4 2 + 2x1730 — 42170 T 4 13 — 21170 (11 — 0)*

Como la imagen del minimo es negativa, tenemos,

RY
Im (| by |) = {0, w]

Por tanto,

" 1 . 2 _ 2
|f2(|£>| |(.I . xl)($ . xO)’ < 2_1:3 ) (1‘1 41’0) _ (x18x§0)

le(2)] =

2. Si tomamos xy = 1 ;hasta donde podremos extender el intervalo asegurando
un error menor que 107*? ;Y si partimos de xy = 1007

La acotaciéon del error, siendo M la cota, es:

(IL‘l — ZE0)2

=M
82

le(2)] <

Sabiendo el valor de xy y de la cota deseada, despejamos x1:

($1—$0)2_M 5171—950_\/— _\/—

5.3 - - = M:>.§Cl— 8M$0+ZEO

815 V8
Para M = 107 y o = 1, 7, = Y2 ~1,02828.
Para M = 10~* y 29 = 100, 2, ~ 102,8284.

3. Se desea tabular f(x) = Inx para ser capaces de obtener (por interpolacién
lineal entre puntos adyacentes) cualquier valor de f(z) con un error menor

de 1072. Dar una expresion para los x, a utilizar, indicando cuantos seran
)
precisos para cubrir adecuadamente el intervalo [1, 100].

Sabiendo que, desde un extremo inferior del intervalo x, se puede extender con
un error menor que M el intervalo hasta un extremo superior z; = V8 Mxg+x,
definimos los siguientes valores:

M =1072 o =1
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Por tanto, la expresién para los x,, es:

V2

2
Tn, =V8Mx, 1+ Tp_1 = %xn_l +xp_1 = (? + 1) Tp_1 Vn eN

De esta forma, vamos construyendo intervalos adyacentes donde, en cada in-
tervalo, el error relativo es menor que la cota establecida.

Ademas, tenemos que {z,} es una sucesién geométrica. Por tanto, se tiene

T, = (£+1> To

que:

5

Como se busca que x,, sea > 100, tenemos:

2 ! 2 !
%:GCH>%:<%+Q;MM

5

Como n € N, probando obtenemos que el primer valor que lo cumple es n = 19,

ya que:

I8 = 88,536

719 = 113,578

Por tanto, se necesita un total de 20 puntos. De hecho, los puntos son:

Tn

© 0~ Utk W= O3

1
1,282842712
1, 645685425
2,111155554
2, 708280518
3, 474297926
4, 456977775
5, 717601458
7,334783364
9, 409373386
12, 07074608
15, 48486864
19, 86465089
25, 48322263
32, 69096644
41, 93736806
53, 79904699
69, 01571537
88, 53630751
113, 5781569
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Ejercicio 6.3.12. Estudie la unisolvencia del problema de interpolacién consistente
en hallar P € P5 tal que verifica

p(ﬁl) =Y, p”(xl) = 21,
P(ﬂfz) = Y2, p”(i@) = Za,

para cualesquiera puntos 1, zo € R con x1 # x5, y cualesquiera valores ys, 9o, 21, 20 € R.

Sea P(x) = ap + a1x + agz? + azx®:

P'(z) = a1 + 2asx + 3asz? P"(x) = 2ay + 6asx
Tenemos que:
ap + a1y + axx? + azxrd =y
ap + 172 + apx3 + azxd = yo
2a9 + 6asx1 = 71
209 4 6asxres = 25

El determinante de la matriz de coeficientes es:

1z 23 23

1 owy o3 o3 | |1 ay || 2 620 |, o _

00 2 60 |~ |1 o |2 6o |~ @ @) 2:6(m2—m) =12z —21) # 0
0 0 2 6x

Por tanto, por el Teorema de Rouché-Frobenious, la solucion es tnica.

Ejercicio 6.3.13. Aplique el algoritmo de Newton-Horner para aproximar v/3 con
los datos proporcionados por la funcién f(z) = 3% en los nodos zp = —2, 27 =
—1,29 = 0,23 = 1,yx4 = 2. Proporcione una cota del error cometido.

zi|-2 -1 01 2
fil 5 5 139

3

La tabla de diferencias divididas queda:

z; | floi]
-9 %
2
1 o,
-1 3 9
2 4
3 27
0] 1 2 2
23
1 3 2
6
2 9
Por tanto, el polinomio de interpolacién es:
1 2 2 4 2
paz) =+ -(z+2)+-(z+2)(z+1)+ =(@+2)(z+ 1)z + =(z+2)(x + 1)z(z - 1)
9 9 9 27 27
1 2 2 4 2
== 2) | = 1) = — + —(x—1
9+(a:+ ) {9+(a:+ ) [9+x {274—27@ )H}
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Evaluando mediante el Algoritmo de Newton-Horner:

1 41 _
—l=—=1 R
P4 (2) 1 , 7083 V3

Para acotar el error cometido, sabemos que:

fn—i—l n

Por tanto, como n = 4 y sustituyendo los nodos:

3¢In°(3
e(z) = %()(x Y@+ D — D —2) €[22
El error cometido por tanto, al aproximar en z = % es:

€ In’ -1 -
SOIECCERRIEIE R

Ademas, como & € [—2,2] y la exponencial es estrictamente creciente, tengo que
372 < 3¢ < 32. Por tanto,

1 3
— 28 1,° 5

Ejercicio 6.3.14. Halle el polinomio p € P5 que verifica

Usamos el método de interpolaciéon de Hermite:

w; | plwg]
-1/ 6
-13
-1 6 9
—4 -5
0 2 4 1
0 -3 0
0 2 -2 1
—2 -1
1 0 -3
-5
1 0

Por tanto, el polinomio queda:
p(z) =6—13(x + 1)+ 9(x + 1) = 5(x + 1)%x + 2%(x + 1)?
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Ejercicio 6.3.15. Se desea interpolar la funcién f(z) = Inx en los puntos de abcisas
1, 2 y 3 mediante un polinomio de grado adecuado.

x| 1 2 3
fi|In1=0 In2 In3

1. Calcule el polinomio de interpolacién utilizando las férmulas de Lagrange y de
Newton.

Como se dan 3 nodos, p,(z) € Ps.

Empezamos por el método de Lagrange. Calculamos en primer lugar los poli-
nomios basicos de Lagrange.

lo(z) = &= 2)2(17 k) l(z) = G 12(133 —3) lo() = G 1)2(56 —2)
Por tanto, el polinomio de interpolaciéon queda:
pal@) = 0- (:c—2)2(:c—3) o (:::-12(13;—3) +ln3(m—1)2(x—2)

Empleamos ahora el método de Newton. La tabla de diferencias divididas

queda:
1 0
In2
2| In2 % In (%)
n(3)
3| In3

Por tanto, el polinomio de interpolaciéon queda:

@) = 0+ In2(z — 1) + %m G) (x— 1)(z —2)

2. Obtenga una cota lo mas ajustada posible del error de interpolacién en el
intervalo [1, 3]

Ya que n = 2, el error de interpolacion viene dado por:

RIRG]
3)!

2

[I=- xk)’ §e L3

k=0

le(2)]

Acoto en primer lugar la tercera derivada.
) =5 ey
)= x ,

Como f)(x) es continua y estrictamente decreciente en [1, 3], tenemos que

2

22| = 1)

Im(f ) = {
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Acoto ahora el producto |h(z)| = |(x —1)(z —2)(z —3)| = |2® — 62 + 112 —6|.

6++/3
3

R(z)= 32" - 120+ 11 =0 <=2 =

Calculo las imagenes de los extremos del intervalo y de los extremo relativos.

h(1) = h(3) = 0
p(6+VBY _ 23 f6-v3) 2v8 _  (6++3
3 )9 3 )"0 T3
Por tanto,
Im(|h|j13) = [O, 2—\9/31
Por tanto, tenemos que
ITRIGIN: 2 23 23
)| = [Jo | < 2. 22 205

3)!

k=0
siendo por tanto esa la cota.

Ejercicio 6.3.16. Dados los valores f(1,00) = 0,1924, f(1,05) = 0,2414, f(1,10) = 0,2933,
£(1,15) = 0,3492

1. Calcule el polinomio de interpolacién usando la férmula de Newton utilizando
aritmética de cuatro digitos por redondeo.

Calculo la tabla de diferencias divididas:

i fli]
1,00 | 0.1924
0.98
1,05 | 0,2414 0.58
1,038 1,467
1,10 | 0,2933 0,8
1,118
1,15 | 0,3492

Por tanto, el polinomio queda:

ps(z) = 0,1924 + (x — 1,00)[0,98 + (z — 1,05)[0,58 + 1,467(x — 1,10)]]

2. Estime el valor de f(1,09).

Para minimizar los errores de redondeo, empleo el método de Newton-Horner:

p3(1,09) = 0,2827
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3. Proporcione una acotacion del error cometido en dicha estimacién, sabiendo
que los datos proceden de una funcién cuya derivada de orden 4, en valor
absoluto, esta acotada por 0,76. Explique todos los pasos a seguir.

El error viene dado por:

4)
le(z)| = |/ 455” |(z —1)(x — 1,05)(x — 1,10)(x — 1,15)] <
< 200w — 1)~ 1.05)(x — 110)(x — 115)

Evaluando en x = 1,09 par calcular la cota del error cometido:

0,76
le(1,09)] < ;T -2,16-107°=6,84-10"%

Como podemos ver, el error cometido ha sido muy bajo.

Ejercicio 6.3.17. Se consideran los datos de interpolacion f(0) = 0, f(7w/2) =
L f(r)= 0, f(37/2) = —1, f(27) = 0.
fi

1. Calcule el polinomio de interpolacién usando la férmula de Lagrange.

T <L 27
0O —1 0

=l

0
0
Sabiendo que el polinomio de interpolacion es:

pa() = Z fli(x) = () = L3(x)

Es decir, como fo = fo = f4 = 0, no tenemos que calcular ¢y(z), lo(z), l4(x).

0 () = z(x —m)(x — ) (z — 2m) _ z(x —m)(x — ) (z — 2m)
G-0GE-mE-F)E-27) e
(y() = z(x —5)(x —m)(z — 2m) _w(z—3)(z —7)(z —27)
EOE A =
Por tanto,
pa() = 03 (2)—Ls(x) = z(r — W)(x_j)(x — 27?)_x(x — %)(:c_g_ﬂzr)(:c — 2m)
_ —z(z —m)(z — &) (x — 2n) + z(z — I)(z — 7)(x — 2m)

v K3
_ SEEREDER F HEERED 500521 88 T
= 321 3t 4.3 8
] 3
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3. Sabiendo que el valor absoluto de la funcién y de sus derivadas sucesivas esté
acotado por 1, esto es, |f™(z)| < 1, para todo » € R,z > 0, acote el error
cometido en la estimacién anterior, detallando todos los pasos que realice.

Sabemos que:

Para n = 4, y sabiendo los nodos:

le(z)] = ’fi)!(g)’ ’:1: (;p - g) (z — ) (x - 37”) (x — 2n)

Como la derivada esta acotada por 1,

|e(x)|<$ :L’<x—g>(x—7r) (x—g?ﬂ) (x —2m)

Evaluando en x = 7, tenemos la cota del error cometido.

1 71'5 7 5
’6<Z>‘ < a.E.log):ﬁyr ~ 0,2615

Ejercicio 6.3.18. Aplique el algoritmo de Newton-Horner para aproximar v/3 con
los datos proporcionados por la funcién f(x) = y/z en los nodos xg = 1,21 = 2, x5 =
4,y x5 = 5. Proporcione una cota del error cometido.

|1 2 4 5

fill V2 2 V5
Calculo, en primer lugar, la tabla de diferencias divididas:
i | flog]
1 1
V2 -1
2| V2 4—2\5
2-v2 V5-5+2v2
4 92 ’ 2v/6-6+12 .
6
V5 — 2
51 V5

Por tanto, el polinomio de interpolacién es:

#(;p -2+ 20y gy

4-3v2 V5-5+2V2
5 + 1 (x—4)”

pa(z) =1+ (V2-1)(z—1)+

=14 (z—1) [x/§—1+(x—2)[

110



MN I 6.3. Interpolacién polinémica

Evaltio en z = 3 mediante el algoritmo de Newton-Horner:

pa(3) = 142

=142

io1s [4—5\/§_f—5+2\/§

12

12

— 1+4v2 — 4/2
_1+2[ V5 +1+4v/2 VE+ T+ \/_%177368
12 6
Acotamos ahora el error cometido. Sabemos que:
n+1 ﬁ
le(x)] =
n+ 1 Pl
Para n = 3, y sabiendo los nodos:
PARIG3]
le(2)l = = lle =Dz =)@ - 4)(z =5 £€[L,5]
Acotamos ahora la derivada de orden 4 de /x:
1 _a 1 1
Pay=get =gt @)=t )=

Como f%(z) es estrictamente creciente en R* pero f¥(z) < 0 Vx € R*, tengo
que | f¥(z)| es estrictamente decreciente en R:
15

@) <[P O)] = =

1
16 Vo € [1,5]

Por tanto, tenemos que:

le(2)] < jﬁ |(z = 1)(z = 2)(x —4)(z = 5)| = 257 (z = 1)(x = 2)(z — 4)(z - 5)|

Evaluando en z = 3, tenemos la cota del error cometido.

leG) < 5 | |——~015625
Ejercicio 6.3.19. Se consideran los datos f(—1) = f(1) =0, f(0) = f(2) =1
zi|-1 01 2
fil 0 101

1. Estime el valor de f(0,5) utilizando el algoritmo de Newton-Horner.

Calculo, en primer lugar, la tabla de diferencias divididas:

—1 0
1
0 1 -1
-1 %
1 0 1
1
2 1

i1+ [—\/5+13—8\/§
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Por tanto, el polinomio de interpolacion es:

p(x)=(r+1)—x(x+1)+ 2(:17 + Da(x —1)

= (z+1) {1+x(—1+§($—1))}

woo

Usando el algoritmo de Newton-Horner, tenemos:

@)= P33 b (]

2. Estime el error cometido, sabiendo que |f*)(z)| < 0,3, para todo z, y para
cualquier orden de derivacién k.

Acotamos ahora el error cometido. Sabemos que:

FE) 1

|
(n+1)! PRl

(ac - xn)

le(2)] = |

Para n = 3, y sabiendo los nodos:

(4)
e@) = T et e - D@ -2 gel1)

Como tenemos que |f*)(z)| < 0,3 Vz, k, tenemos que:

Por tanto, tenemos que:

(@) < 22 |(z + ez — 1)(z ~2)

Evaluando en z = %, tenemos la cota del error cometido.

1\| 03 3 3
e<§>‘<g‘?—28.5~0,00703
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6.4. Interpolacion mediante Funciones Splines

Ejercicio 6.4.1. Determine a,b y ¢ para que la siguiente funciéon sea un spline
cubico:
{ 3 0<z«1
s(z) =

tz—1P4alz—1>%+bz—-1)+c 1<z<3

Hemos de comprobar que s € C?[0, 3].
Para que s sea continua, es necesario que:

lim s(z) = lim s(z) = 1=c¢
z—1~ z—1+t

Para que s € C![a, ], es necesario que s'(x) sea continua:

2 <z <
S,(x):{iﬂx 0<zx<1

S(z—1)P242a(x—1)+b 1<z<3

lim §'(z) = lim §'(z) =3 =10
z—1- z—1+

Para que s € C?[a, b], es necesario que s”(z) sea continua:

5”(93)— 6x 0<z«l
Sl 3z—1)+2a 1<2<3

lim §'('z) = lim s"(z) = 6=2a = a =3
x—1- z—1t

Por tanto, el spline cuibico es:

(@) = 23 0<z«<1
s\ T —1P4+3x—-1)+3x—-1)+1 1<2<3

Ejercicio 6.4.2. Obtenga el spline lineal que interpola los siguientes datos:

2 3 4

a:‘— 1
2 3 2 4

1
fla)] -2

El spline lineal es una funcién continua que une los puntos con rectas. Por tanto,
.« [=1,0): pole) = 20

. [07 1]: D1

()

w [1,2]: po(x) =241

» [2,3]: ps(x) =—x+5
()

w [3,4]: pa(x

2z si xe[-1,0]
2 si xe|0,1]
s(x)=¢q z+1 si zell,2
—x+5 si z €23
2r—4 si x € [3,4]
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Ejercicio 6.4.3. Halle, si es posible, s € Sy(—1,0,3,4) tal que:
—s(—1) =s(2) = s(4) =1, 5(0)=s(3)=0

En primer lugar, interpolo mediante Newton en el intervalo [0, 3], ya que también
tengo el valor en x = 2. Por tanto,

[0, 3]
Z; f(l’z)
0 0
1
2
2 1 —%
—1
3 0

Por tanto, tengo que p1(z) = iz — 1z(xz — 2). Por tanto,

1 3 1 3
10)==+1=< '(3)==—-3+1=—2

Interpolamos ahora los otros dos intervalos mediante el método de Hermite:

[—1,0] [3,4]
Z; f(Iz) T; f(xz)
-1 -1 3 0
1 -
0 0 % 3 0 g
3 1
0 0 4 1

Por tanto, tenemos que:

—1+4+(x+1)+3z(x+1) si ze[-1,0]
s(x) =4 30— ix(z—2) si zel0,3]
—3(x—3)+ 2(x —3)? si oz e |[3,4]

2 2

Ejercicio 6.4.4. Calcule el spline cuadratico que interpola los siguientes datos:

z_|

~1
Fle) | -2

012 4
0 2 3 4
y tal que §'(1) = 0.

Sea el spline el siguiente:

po(x) €Py si xe[-1,0]

S(il?) . p1<ZL’> c PQ si € [
o pg(.ﬁ(]) € ]P>2 si x € [
() ePy si z €]
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Interpolo cada uno de los intervalos. Empiezo en los intervalos [0, 1[ y [1,2[, ya
que tengo el valor de s'(1).

[0,1] [1,2]
X f(xz) Z; f(xz>
0 0 1 2
2 0
1 2 -2 1 2 1
0 1
1 2 2 3

Por tanto,
pi(x) =22 — 2x(x — 1) po(z) =24 (2 — 1)°
Como s € C'[—1,4],
po(0) =pi(0)=2—-2(0-1)-0=4  py(2) =p5(2) =2(2—1) =2

Sabiendo el valor de las derivadas, interpolo ahora mediante Hermite los dos
polinomios que faltan.

[—1,0] 2, 4]
-1 -2 2 3
2 2
0 0 2 2 3 ) _?1
4 3
0 0 4 4

Por tanto,

po(z) = —2+2(x+1)+2z(x+1) p3(x) =3+ 2(x —2) — = (x — 2)?
En conclusion, tenemos que el spline pedido es:

po(x) =—2+4+2(x+1)+2zx(x+1) si ze[-1,0]

(z) [
s(w) = pi(z) =22 — 2z(x — 1) sixel0,1]
pa(z) =24 (x — 1) sixe(l,2]
ps(z) = [2,4]

342z —-2)—2(x—-2?% size
Ejercicio 6.4.5. Obtenga el spline ctibico s(x) con nodos —1,0, 1, que verifica:
§'(—1) =s"(1) = s(—1) = s(1) = 0, s(0) =1

Tenemos que se trata de la interpolacion de un spline ciibico natural. Resolvemos,
por tanto, el sistema correspondiente.

ho=hy =1 Ng=—-A; =1
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El sistema, por tanto, a resolver es:

2 10 s'(—1) 1 , i 3
141 S0 |=3[ 0o | = { ° (_1)3’_0) _(01) B
01 2 s'(1) -1 N
Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:
[—1,0] [0,1]
zi | f(xi) z; | f(zi)
-1/ 0 0 1
3 0
-1/ 0 —3 0| 1 -1
1 -1 -1 1
0] 1 —1 1] 0 -1
0 -
0 1 1 0

Por tanto, el spline queda:

()_{ s+ ) =@+ 1) =@+ 1) si we[-1,0]
s\r) = =%+ 5( = 1)a? sioze0.1]

Ejercicio 6.4.6. Calcule el spline cibico s(z) € Ss3(1,2,3,4) natural que interpola
los siguientes datos:

po(z) €P3 si x€[l,2]
s(z) =14 p(z) €Py si z€[2,3]
pa(z) €Py stz € [3,4]

Aplicamos el sistema que se ha visto en clase para calcular los splines ctibicos.
Tenemos que:

hn:xn—l—l_xn h():hl:hgz]_

$(Tny1) — s(@,)
A, =
I,

Aozl Alz—g A2:4

Sean las incégnitas del sistema d; = s'(x;). El sistema a resolver es:

21 00 do 1 do—S/(l'o):%
1410 d | .| -2 dy = '(w1) = =3
0141 o |73 1 [T dy = §/(22) = —
00 1 2 dy 4 ds = s'(x3) = 32
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Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:

[1,2] 2,3] 3, 4]
x; f(xz) Z; f(xz) Z; f(xz)
1 1 21 2 3| -1
38 _31 _ 4
1 1 15 23 2 2 15 14 3 _1 15
15 23 15 11
2 2 : 6 P 3 1 - n ° 4 3 !
31 _E B 4 1_5 92
15 15 5
21 2 3| —1 4| 3

1+22-1)-B(x-12?-2@@-1>*z-2) si ze€][l,2]
s(z)=3 2-3(z—2)— #(x—27?+ % (z—2)>*(x—3) si z€[2,3
—1—2(x—3)+%(x—-32—-2@x-3)*z—4) si ze[34]

Ejercicio 6.4.7. Calcule el spline ctibico s(z) € S3(1,2,3,4) periédico que interpola
los siguientes datos:

po(z) €Py si x€[l,2]
s(z) =14 p(z) €Py si z€[2,3]
pa(z) €Py st x € [3,4]

Aplicamos el sistema que se ha visto en clase para calcular los splines cuibicos.
Tenemos que:

hn:anrl_mn hozhlzhgzl

A, = S(xn.;-l)h— S(xn) No=1 A =-3 Ay=2

Sean las incégnitas del sistema d; = s'(x;). El sistema a resolver, teniendo en
cuenta que se trata de un spline periodico, es:

1 0 0 -1 do 0 do = S/(LC()) =3
1 4 1 0 d1 . —2 d1 = S/(.Tl) = -2
014 1 B | T3 =1 | T o= () = —1
2 11 2 d3 3 dg = SI(ZEg) =3

32
15
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Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:

[1,2] 2, 3] 3, 4]
x; | f(z;) z; | f(xs) z; | f(x;)
1 1 2 2 3 —1
3 -2 -1
1 1 -2 2 2 -1 3| —1
1 -1 -3 3 2
2 2 -3 31 —1 2 4 1
-2 -1 3
2 2 31 —1 4 1

Por tanto, el spline queda:

1+3x—1)—2(z—-12—(z—1)*(z—2) si zell,2]
s(r)=¢ 2-2x—-2)—(z—2)*4+3(x—2)?*x—3) si ze€[23]
—1—(z—3)+3(x—3)>—2(x —3)*(xr —4) si z €34

Ejercicio 6.4.8. Obtenga el spline s(z) € Si(—1,0,2)! que interpola:

Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:

[—1,0] [0, 2]

Z; f(xz) L f(xz)
-1 -6 0| -3

9 0
—-1| —6 —6 0| -3 9

3 3 18 3
0] =3 -3 21 33 15

0 48
0] =3 21 33

Por tanto, el spline queda:

(z) = —6+9(x+1)—6(x+1)*+3(x+1)%x si ze[-1,0]
T 34922+ 322z — 2) si z€el0,2]

Ejercicio 6.4.9. Deduzca el spline ctubico s(x) € S3(—1,0,1,3) que interpola los
siguientes datos:

181 denota los spline ciibicos de clase 1.
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Como el spline es cubico y hay 4 nodos, sea el spline el siguiente:

po(z) €Py si xe€[-1,0]
s(x) =4¢ pi(x) €Py si z €0,
pa(z) €Py si z el

Como en este caso no dan informacién sobre el tipo del spline calculado, aplica-
mos el método general mediante Hermite. Ya que tenemos el valor de s'(—1) y de
s'(0), trabajamos en el intervalo [—1,0]:

[_170]

1] —2

2
1| =2 0

2 —2
0 0 —2

0
0 0

Por tanto, tengo que po(z) = =2 + 2(z + 1) — 2z(x + 1)2.
ph(@) =22 +1)*—dax(z+1) pi(z)=—4(z+1)—4(x+1)—dx = —122 8

Para interpolar en el intervalo [0, 1], hago uso del resultado tedrico de que:

k+1 (k)
—— x
iy - L0
Por tanto:
"(0 -8
$0.0 =50 =0 sp00="10_"8__,
2 2
[0, 1]
Z; f(xz)
0 0
0
0 0 —4
0 6
0 0 2
2
1 2

Por tanto, tengo que p;(x) = —4x?® + 623
pi(z) = —8xr +182*  p(x) = -8+ 36z

119



MN I 6.4. Interpolacién mediante Funciones Splines

Para interpolar en el intervalo [1, 3], uso que:

S =s() =10 s[1,11] =22 = =14

1.3]

T; f(iﬂz)

1 2
10

1 2 14
10 —6

1 2 2
14

3 30

Por tanto, tengo que py(z) =2+ 10(z — 1) + 10(z — 1)? — 6(z — 1)3.
Por tanto, tenemos que el spline queda:

po(z) = -2+2(x+1) — 2z(z +1)? si xe-1,0]
s(x) =< pi(x) = —42* + 623 si z€l0,1]
po(z) =2+10(x — 1)+ 14(z — 1) = 6(x — 1)3 si z€[1,3]

Ejercicio 6.4.10. Calcule la expresion del spline ctibico de clase uno que interpola
los siguientes datos.

zil—-1 01 2
10 01 1
7170 00 0

Dibuje su grafica.
En primer lugar, interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:

[—1,0] [Oa 1] [1,2]

wi | f(g) x| f(2s) wi | f(ws)
—1 0 0 0 1 1

0 0 0
—1 0 0 0 0 1 1 1

0 0 1 —2 0
0 0 0 1 1 —1 2 1

0 0 0
0 0 1 1 2 1

po(r) =0 si xe[—1,0]
s(x) =< pi(z) =2 —22%x—1) si z€]0,1]
pa(z) =1 si xell,3]
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Dibujo ahora la funcién, donde el intervalo [0, 1] es asi ya que sé que el spline es
de clase 1.

2 .
Yy
1 4
/ | ‘x
—1 1 2 3
11

Ejercicio 6.4.11. Halla el spline cibico s(x) de extremo sujeto que interpola los
datos s(0) = 8, s(2) = 0, s(4) = 8 y satisface las dos condiciones adicionales

§'(0)= — 12, §(4) = 12.
Resolvemos empleando el sistema visto en clase.
0—-8 8§—0
h0:h1:2 AOZT:—4 Al:T:4

Teniendo en cuenta que se trata de un spline ligado, tenemos que el sistema
queda:

100 s'(0) ~12 §'(0) = —12
191 S22 |=1 0 | ={ s2=0
00 1 s'(4) 12 s'(4) = 12

Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:

[0, 2] 2, 4]
Z; f(xz) Z; f(iUz)
0 8 2 0
—12 0
0 8 4 2 0 2
—4 -1 4 1
2 0 2 4 8 4
0 12
2 0 4 8

Por tanto, el spline queda:

[ 8—12z+44a* —2*(x—2) si z€](0,2]
S(x)_{ 2z — 22+ (z—2)%(x—4) si € [2,4]

Ejercicio 6.4.12. Justifique la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:
“Todo polinomio de grado menor o igual que tres es un spline cubico natural
para el conjunto de nodos rg < x1 < ... < x,”.

Sea el polinomio p(z) = 2% € P3[z]. Tenemos que:

p(x) =32  p'(z) =6z
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Por tanto, como p”’(x) = 0 <= = = 0, tenemos que no es posible que sea un
spline natural ya que

p'a)=p"(b)=0<=a=b=0

No obstante, tenemos que a # b, por lo que llegamos a una contradiccién y
tenemos que p(x) = x3 no es un spline natural, por lo que el enunciado es falso.
No obstante, si sabemos que todo p € P, es un spline de grado n.

Ejercicio 6.4.13. ;Cual es el spline ciibico que interpola los datos

| -2 -1 1 2
fil2 1 510

y satisface las condiciones adicionales s(0) = s'(0) = 27 Justifique su respuesta.
Como el spline es cubico y hay 4 nodos, sea el spline el siguiente:

po(z) €Py si x€[-2,—1]
s(z) =4 pi(z) €P3 si ze[-1,1]
pa(z) €Ps si x € l,2]

Ya que las condiciones adicionales estan en el intervalo [—1, 1], interpolo en dicho
intervalo en primer lugar.

[_L 1]

—1 1

1
0 2 1

2 0
0 2 1

3
1 5

Por tanto,
p(@) =14+ @+ 1) +z(x+1)=2+2r+ 22

pile) =242z pi(z)=2
Por tanto, como s € C%[—2, 2], tengo que:
s(-1)=0 $§1)y=4 §'(-1)=2 s"(1) =2
Tenemos el resultado tedrico de que:

k+1
——
f[x()a s 7':50]

f(k) (960)
T

Por tanto,
s[—1,-1,-1] =1 s[1,1,1] =1
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interpolo mediante Hermite en los otros intervalos:

—2 2 1 5
-1 4
—1 1 1 1 5 1
0 0 4 0
-1 1 1 1 5 1
0 5
—1 1 2 10

Por tanto, el spline pedido es:
po(r)=2—(z+1)+(x+2)(x+1) si xe€][-2,-1]
s(r) =< pi(z) =1+ 20+ 2? si oz e[-1,1]
pa(r) =5 +4(x — 1) + (v — 1)? si oz ell,2]
De hecho, tenemos que s(z) = (z +1)* +1 Vo € [-2,2].

Ejercicio 6.4.14. Para cierta funcién f : [-2,1] — R se obtiene la tabla de datos

x| -2 -1 1
fil 4 3 5

1. Calcule el spline cuadrético s(x) que interpola tales datos y, ademads, satisface
la condicién s(0) = 3.

Sea el spline:
| po(z) €Py si xe€[-2,—1]
S(I) - { pl((L’) S ]P>2 si x € [—1, 1]

Interpolamos en primer lugar en el intervalo [—1, 1], ya que se da la condicién
adicional de que s(0) = 3.

[_17 1]
Z; f(xz)
-1 3
0
0 3 1
2
1 5

Por tanto, tenemos que p;(z) = 3+ z(z+1) = 22+ 2+ 3. Como s € C'[-2,1],
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tenemos que s'(—1) = —1.
[_27 _1]
-2 4
-1
—1 3 0
-1
-1 3

Por tanto, tenemos po(z) =4 — (z + 2) = —z + 2. Por tanto,

s(x) = —x+2 sioxe[-2,—1]
Sl 2?4243 st ze[-1,1]

2. A partir de lo obtenido en el apartado anterior, halle una aproximacién de

/ Z f(x)dz.

0 -1 0 -1 0
/ f(z)dz ~ /_ s(x)d:c+/1 s(x)dx = {—%2 + 23:1 + {%3 + %2 + 3:1:} =

-2 2 — 2

1 4 1 1 19
=—— 24 -—4+4+-—= = —
2 + 2 At 3 2 3 3
Ejercicio 6.4.15. Se considera la funcién:
—32% 4+ 92— 7 si oz € [—1,1]
s(z) =< p(x) sixell,

]
—x® +122% — 420 + 46 si x € [3,5]

1. Determine p(z) para que s(x) sea un spline cibico de clase 2.

Por el cardcter local de la derivabilidad, y sabiendo que al ser s € C*[—1, 5],

tengo:
—6x+9 sioxe[-1,1]
s'(z) =< p(x) si xell,3]
—3x? +24x — 42 si x € [3,5]
—6 sioxel-11]
s"(x) =< p'(x) si xell,

1
—6x +24 si z €3,

Por tanto, tengo que:

Cabe destacar que para calcular p son solo necesarias 4 condiciones. Por tanto,
elijo las 4 primeras.
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Por tanto, interpolando mediante Hermite:

[1,3]

1| -1

3
1| -1 -1

1 1
3 1 1

3
3 1

Por tanto,

ple) = —143(x — 1) — (& = 1% + (2 — 1)(x - 3)

2. (Puede ser s(z) un spline cibico natural? Justifique tu respuesta.

No, ya que si fuese natural tendria que cumplirse que s”(—1) = s”(5) = 0. No
obstante, s”(—1) = —6.

3. ¢Cuénto valen s'(0) y s”(2)?
Tengo que s'(0) = 9. Calculamos ahora s”(2) = p”(2):
p(z) =3-2@-1)+2(z-1)(z-3)+(x-1)*  p'(z) = —2+2(z—3)+2(z—1)+2(z—1)

Por tanto, p”(2) = s"(2) = —2+2(—1)+2+2=0.
Ejercicio 6.4.16. Se considera la siguiente tabla de datos

| —-1 0 1 2
AT 111
11 021

1. Calcule el spline cibico de clase uno s(x) que interpola los datos de la tabla
anterior.

Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:

[_1a0] [071] [172]
x| fxy) wi | f(xi) i | f(zi)
-1 1 0 1 1 1
1 0 2
-1 1 -1 0 1 0 1 1
0 1 0 2 0
0 1 0 1 1 2 2 1
0 2 1
0 1 1 1 2 1
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Por tanto, tenemos que el spline queda:

po(r)=1+(x+1)—(z+1)?+z(x+1)? si x€[-1,0]
s(r) =< pi(x) =1+22%x—1) si zel0,1]
ppr)=14+2x—-1)—2(x—-12+3(x—-1)*(z—2) si z€]ll,2

2. jEs s(x) un spline cibico periédico? Justifique su respuesta.

Tengo que s(—1) = 1 = s(2). Veamos ahora el caso de la primera derivada.
Por el caracter local de la derivabilidad,

po(x) =1=2(x+ 1)+ (x +1)* + 2z(x + 1) si ze[—-1,0]
s'(z) =< pi(z) si xzel0,1]
py()=2—4(x —1)+6(x—1)(x —2)+3(x—1)? si xell,2]

Tenemos que s'(—1) = 1 = s/(2). Comprobemos ahora la segunda derivada.
Por el caracter local de la derivabilidad,

po(r) =—24+2(x+1)+2(x+1)+22 si xe€[-1,0]
s"(x) =< pi(x) si z€l0,1]
py(z) =—4+6(x—2)+6(x—1)+6(x—1) si ze]ll,?2]

Tenemos que s”(—1) = —4, pero s”(2) = 8. Por tanto, como s”(—1) # s"(2),
no se trata de un spline periédico.

Ejercicio 6.4.17. Se considera la siguiente tabla de valores de una cierta funcion

/-
zi|-1 0 1 2

fil2 3 -14

1. Calcule un spline cuadratico s(x) que interpole los datos de la tabla.

Sea el spline:
po(x) €Py si xe€[—1,0]
s(2)={ (@) ePs si ze ol
p2<l’> c Pg si x € [ 2]

Como no se aportan condiciones adicionales, establezo p; como la recta que
une los puntos de abcisas x = 0, 1. Es decir,

pi(z) = —4x +3

Por tanto, como s € C'[—1, 2], tengo que:
s'(0)=45'(1) = -4

Por tanto, interpolo en los dos intervalos mediante Hermite:

i | flxi) i | f(z:)

—-1] 2 1] -1
1 -4

0 3 -5 1] —1 9
—4 o

0 3 2 4
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Por tanto, tenemos:

po(x) =2+ (x+1) = bx(r+1) = —52% — 4z + 3
pi(r)=—1—4(x —1)+9(z — 1)? = 92> — 222 + 12

Por tanto, el spline queda:

—5z? —4r+3 si ze[-1,0]
s(r) =< —4x+3 si x€l0,1]
022 — 220 + 12 si € [1,2]

2. Utilice el spline obtenido para estimar los valores de f(—0,5), f'(0,5) y fjl f(z)dx

Obtenemos que:

F-05) = s(-05) == f1(05) = 5(05) 4

[ s [ s [ st [t = [ - 20t s :Jr[_gx? vt

2 13
+ [32° — 112® +122] | = 5

Ejercicio 6.4.18. Sea la funcién

s(x) = *+ 32 +4x+3 si xe[-1,0]
S 2 =32t +4r+3 si xe]0,1]

Selecciona la opcién correcta:

1. s(x) es un spline ctibico de clase 1.

2. s(x) es un spline cubico de clase 2.

3. s(x) es un spline cibico natural.

Por el caracter local de la derivabilidad:
o (z) = 322 + 6z +4 si z€[-1,0]
T 32?2 —6x+4 si xel0,1]
w, n | 6x+6 si zel-1,0]
s (x)_{ 6z —6 si zel01]

Tenemos que s es continua en x = 0. Ademads, s’ también es continua en x = 0,
por lo que s € C*[—1,1].
No obstante, s” no es continua en z = 0, por lo que s ¢ C*[—1,1].

Por ltimo, tenemos que s”(—1) = s”(1) = 0, por lo que si es un spline natural
(de clase 1).

Por tanto, las opciones correctas son la opcién 1 y 3.
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Ejercicio 6.4.19. Sea la funcion

=223 — 1222 + 20z si w € [-2,0]
s(x) = ¢ Txd —122% + 20x si ze€[0,1
—a3 + 1227 — 4o+ 8 si x € [1,4]
Selecciona la opcién correcta:
1. s(x) es un spline cibico.
2. s(x) es un spline cubico natural.
3. s(x) es un spline ciibico periédico.

Por el caracter local de la derivabilidad, tenemos que:

—622 — 242+ 20 si z € [-2,0]
s'(x) =4 212* =242 +20 si x€]0,1]
—32%+ 24 —4 si x€[l1,4]

—12x —24 si xz € [-2,0]
s'(x) =X 42x—24 si z€]0,]]
—6x +24 si oz € [l,4]

Veamos en primer lugar si se trata de un spline ctibico. Por el caracter local de
la continuidad, como s(0%) = s(07) y s(17) = s(17), tenemos que s es continua
en todo su dominio. Anédlogamente, tenemos que la primera derivada y la segunda
derivada son también continuas, por lo que tenemos que s € C*[—2,4]. Por tanto,
si se trata de un spline cubico.

Como tenemos que s”(—2) = 0 = s”(4), tenemos que es un spline ciibico natural.

Ademds, como s'(—2) = 44 = §'(4), tenemos que también es un spline pe-
riodico. No obstante, no va a ser util para interpolar funciones periddicas, ya que
s(=2) = — 724120 = s(4).

Por tanto, tenemos que las tres opciones son correctas.
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6.5. Aproximacion

Ejercicio 6.5.1. Calcule la recta que mejor aproxima por minimos cuadrados dis-
cretos los datos (—1,0), (0,3), (1,1), (2,2) y (3,2).
flz:) | 0
Tenemos que P; = L£{1,z}. Por tanto, sea la recta buscada L = ag + a;z = 0.
El producto escalar discreto empleado es:

1 0123
2122

(f,9) = Z f(zi)g(w;)

Calculo los productos escalares:

(1,1) =5 (l,z) =5 (x,x) =15
11

Por tanto, el sistema a resolver, con la matriz de Gramm como matriz de coefi-

cientes, es:
1 _u_
5 5 Qo _ 3 . Qo - ﬁ B 0,55
5 15 a 11 a; = 5 = 0,55

Por tanto, tenemos que la recta buscada mejor aproximacién por minimos cua-
drados discretos de dichos datos es:

L= U + 1—1$ =0
20 20
Ejercicio 6.5.2. El dueno de un negocio en expansién observa que en los cinco
primeros meses del ano las ventas han sido de 40, 44, 52, 64 y 80 miles de euros,

respectivamente.

1. Calcular la pardbola de minimos cuadrados v(x) = a + bx + cx? (z = meses,
v(x) = ventas), resolviendo el sistema por el método de Gauss.

x |1 2 3 4 5
v(z;) [40 44 52 64 80

Buscamos la mejor aproximacién de dichos datos en Py = L{1, x, 2%}

El producto escalar discreto empleado es:
4
(f,9) = Z fxi)g(zi)
i=0

Calculo los productos escalares:

(1,L1)=5 (L,a)=15 (1,2 =55
(x,2?) =225  (x,x) =55 (2% 2%) =979
(f,1) =280  (f,z) =940  {
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Por tanto, el sistema a resolver, con la matriz de Gramm como matriz de
coeficientes, es:

5 15 55 a 280 a = 40
15 55 225 b | = 940 = ¢ b=-2
55 225 979 c 3708 c=2

Por tanto, parabola v buscada es:
v(x) = 40 — 2z + 227

2. Estime, segin el modelo de ajuste anterior, las ventas que habra a finales de
ano.

Tenemos que las ventas en el ultimo mes son de:

v(12) = 304 miles de euros.

Ejercicio 6.5.3. Sea la funcién

ro={y 55s

2 x>c

Sabemos que la recta que mejor aproxima a f(z) por minimos cuadrados conti-

nuos en el intervalo [0, 3] es p(x) = g% Calcule c.

Al ser la aproximacién por minimos cuadrados continua en el intervalo [0, 3],
tomamos el producto escalar:

%Wzlf@%ﬂﬁ

Buscamos la mejor aproximacién en Py = L£{1,z}. Calculamos los productos
escalares:

(1,1) =3 (1,z) = (x,x) =9

9
2
3 3
<f,1>:/2dx:2(3—c) (f,x>:/2a:dx:9—02
Por tanto, la mejor aproximacién es p(z) = ag + a;x € P; tal que:

(e ) (i) = (555)

Como tenemos que la mejor aproximacion es p(x) = %x, tenemos que ag = 0,
a, = %. Por tanto:

=060—2c=4=6-2c

9. - =9-c=8=9-¢

©| o ©| oo

Por tanto, de ambas ecuaciones deducimos que ¢ = 1.
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Ejercicio 6.5.4. Sea w :] — 1,1[— R dada por:

w(r)=1-2°

2

1. Demuestre que la funcién w(z) = 1 — z* es una funcién peso en el intervalo

- 1,1[.

Tenemos que es integrable, ya que es una funciéon continua con un dominio
cerrado y acotado, por lo que su imagen es cerrada y acotada.

Ademas, veamos que se cumple lo siguiente:

wr)20e=1-2"20= 12" <= 12> |z| = -1<2<1

2. Utilizando el algoritmo de Gram—Schmidt, calcule una base ortogonal de Py
asociada al producto escalar continuo correspondiente a la funcién peso w en
el intervalo | — 1, 1].

Tenemos que el producto escalar continuo es:

(f,q) = / (1 - 22)f(2)g(x) dz

1

Tenemos que una base de Py es B, = {1,z,2?} y sea la base ortogonal
B, = {e1,eq,e3}. Partimos desde e; = 1.

€y = T —

1
(:)3,1):/ (1-—ardr=0=—=2 L1
-1

Por tanto, e = x. Calculamos ahora es.

<x2,1):/_1(1—x2)x2dx:% (1) /_(1-:&)@::%

(22, ) _/_ (1— 2228 =0

e :[E2—<$271>6 —<$27x>6 :JIQ—E
’ 1,1 " (zaz) 15

Por tanto, tenemos que la base ortogonal de Gram-Schmidt es:

3
B,=<1,z2*——
{10 - 21

3. Utilizando el apartado anterior, obtenga el polinomio de grado no mayor que
2 mejor aproximacién por minimos cuadrados de la funcién f(z) = |z|, con el
producto escalar continuo correspondiente a la funciéon peso w en el intervalo
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- 1,1[.

Supongamos que la mejor aproximacion es pa(x) € Py de la forma po(z) =

(a,b,¢)p, = a+bx+c(a®—2).

Calculamos, en primer lugar, los siguientes productos escalares:

<f>1>=/_11(1—:)32)|33\ d:);:2-/01x(1—x2) dx:%

(f,x) = / (1—aHz|z|dr =0

1

<f,x2—f—5>:/11(1—x2) (x2—%> || dx:2-/01x3(1—x2) dx:i

Calculo ademaés el cuadrado de cada elemento de la base ortogonal:

3 3 ! 3\° 32
- = - = :/ - —) (1—2})do=—
15 15 . 15 525

Por tanto, al haber elegido una base ortogonal, tenemos que:

LU L2 s e () 115 3
S (1,1)  4/3 8 C(x,x) (a2 222 3)  32/525 32

Por tanto, tenemos que el polinomio buscado es:

3 35/, 3
r) =g+ (¥ 5

Ejercicio 6.5.5. Determinar la recta que més se aproxima a la curva f(z) = e”
segun:

1. El método de minimos cuadrados discreto en los puntos:
—1 - 0,5 0 0,5 1
Tenemos los siguientes nodos con sus respectivas iméagenes:

i |[-1 =05 0 05 1
2 \/Lé 1 e e

Tomamos como base de P; B = {1}. Sea por tanto la recta r(z) = a; + asx.

El producto escalar discreto empleado es:

(f.9) = Z f(xi)g(w;)
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Calculo los productos escalares:

(1,1) =5 (1,z) =0 (x,x) =
e+ (e+1)(ye+1) <fx>:262+\/5(e—1)—2

e 2e

N | Ot

(f;,1) =

Por tanto, como tenemos que la base usada es ortogonal con este producto
escalar, tenemos que:

(f,1) e+ (e+1)(Ve+1) (f,x):262+\/€(6—1)—2

alz = a2:

(1,1) be (x,x) be

Por tanto, la recta mejor aproximacién es:

gy~ R DWERD) | 2 el 1) 2

5e 5e

2. El método de minimos cuadrados continuo en [—1, 1].
Tomamos como base de P; B = {1}. Sea por tanto la recta r(z) = a; + aqz.

El producto escalar continuo empleado es:
1
(1) = [ s@)la) do
-1

Calculo los productos escalares:

(1,1) =2 (1,z) =0 <x,x>:§

e —
L

(& €

(f;1) =

Por tanto, como tenemos que la base usada es ortogonal con este producto
escalar, tenemos que:

Por tanto, la recta mejor aproximacion es:

e2—1 3
r(x) = 7% +Ex

Ejercicio 6.5.6. Responda a los siguientes apartados:

1. Utilizando el algoritmo de Gram—-Schmidt, calcule una base ortogonal de P,
utilizando el producto escalar discreto en los puntos —1, 0, 1, con pesos
1, 2, 1, respectivamente.
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w(xz)‘ 1

1 01

2 1
Sea B, = {1,z,z%} base usual de P,, y buscamos una base ortogonal B, =
{e1, €2, €2}. Partimos de e; = 1, y empleando el algoritmo de Gram-Scmidt
obtenemos el resto:
<l’, 61> .
<€1,€1>

€y =T — €1

El producto escalar discreto empleado es:
3
(f,9) = Zw(fﬁz)f(%)g(%)
i=1
Por tanto, el producto escalar necesario es:
(x,1) ==141=0
Por tanto, definimos e; = x. Calculamos ahora es:

3 = 22— <x2>€1> e — <.CE2,62> .

(e1,e1) (ea, €a)
Calculo los productos escalares necesarios:
(21)=14+1=2 (1, 1)=1+2+1=4 (2 2)=—-14+1=0
Por tanto,
2 2 92 1
63:x2_<5’7a€1>-61_<$7 .2 2
<€1, €1> 2; €2> 4 2

Por tanto, la base ortogonal es:

1
B,=<l,za"— =
{10003}

2. Obtenga el polinomio de grado no mayor que 2 mejor aproximacion por mini-
mos cuadrados de la funcién f(z) = 2'/3 utilizando el apartado anterior.
2

Sea el polinomio buscado p(x) = ay + asx + as (a: — %) Calculo los productos
escalares necesarios para la matriz de Gram suponiendo el producto escalar
del apartado anterior.

(L) =1+2+1=5 (r,a)=1+1=2
1 1 1
(L,fY=—14+04+1=0 (r, fy=140+1=2 <:1:2—— >:__+0+§:0

Por trabajar con una base ortogonal, tenemos que:

_ <6i7f>

t <€i’ 6i>

Por tanto, a; = a3 = 0, as = 1. Es decir, la mejor aproximacién en Py es
p(z) = .
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Observacion. Tenemos que la gréfica de f(z) = /3 es la siguiente:

K

—1 f

Como podemos ver, los tres puntos estan alineados en la recta y = x, por
lo que dicha recta los interpola y, por tanto, es la mejor aproximacion a esos
puntos.

Ejercicio 6.5.7. Obtenga la mejor aproximacién de la funcién f(z) = x® mediante
polinomios de segundo grado, con respecto a la medida combinada de distancia

Calcule, ademés los tres primeros polinomios ortogonales asociados a este pro-
ducto escalar.

Tenemos que:

d(u, f)? = (f —u, f —u) = (u,u) +{f, f) = 2(u, f)
d(u, f)* = u*(0) + f*(0) — 2u(0)f(0) + /01 u'(x) + fA(z) — 2u(2) f(x) do
= {uQ(O) + /01 u? () d:v] + [fQ(O) + /01 () daj} -2 {u(O)f(O) +/01 u(x)f(z) dw}

Por tanto, por analogia de términos tenemos que el producto escalar empleado
es:

mmzmw®—gfwmwm

Ejercicio 6.5.8. Repita el ejercicio numero 6.5.5 utilizando el producto escalar
continuo en el intervalo [—1, 1], con peso w(x) = x*. Es decir, determina la recta que
mas se aproxima a la curva y = e*.

Ejercicio 6.5.9. Calcule los polinomios de grados 1 y 2 que mejor aproximen por
minimos cuadrados discretos los datos de la siguiente tabla.

x| 40 | 42 | 45 | 47 | 51
yi | 102,56 | 113,18 | 130,11 | 142,05 | 167,53

Ejercicio 6.5.10. Se considera el producto escalar

umzﬁgmwmw+mwm+[ﬂWMMw
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1. Calcule los tres primeros polinomios ortogonales.

Consideramos el espacio vectorial P, = £{1,z,2?,...,2"} y buscamos una
base ortogonal B, = {e1, s, €3, ...,¢e,}. Partimos de e; = 1, y usando el algo-
ritmo de Gram-Schmidt, tenemos que:

<x> 6l>
<617 61)

-1 2
(x,l}z/ xdx—i—O—l—/xdx:O
- 1

2

€y =T — €1

Por tanto, definimos ey = x. Calculamos ahora es

2

2 <IE2,61> . . <$ 762)

e
<€17€1> ! <€2,€2>

2 o !y 14 2 s ‘s
(x°,1) = 2" dr+0+ [ 27 dx = 3 (x°,x) = 2° dr+0+ [ 2°dr =0
_ 1 — 1

2

—1 2
UJ):/jldx+1+/mhm:3
- 1

2

.62

2_ 1794. Es decir, los tres primeros polinomios ortogonales son:

14
J R —
R

2. Utilizando el apartado anterior, proporcione la parabola u(z) mejor aproxima-

cién por minimos cuadrados de la funcién f(x) = 3.

Por tanto, e3 =

Sea Py = L {1, x, 1% — %}, y consideramos u(z) = a; + asx + as (x2 — %).
Calculamos productos escalares necesarios, sabiendo que se trata de una base
ortogonal:
14 62
1,1) =3 ,T) = — 2ot ==
1)=3 (no=o (Rt =2
62
<f71>:0 <f,$>=€ <7$2>:0
Por trabajar con una base ortogonal, tenemos que:
o <€i7 f>
’ <€i7 ei>
Por tanto, a; = a3 = 0. Ademas,
(v.f) _ 5 _ 9
a2 = = H = —
(w,z) 5 35

Es decir, la mejor aproximaciéon en Py es

93

u(z) = T
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3. Compruebe que f(x)—u(z) es ortogonal a todos los polinomios de grado menor
o igual a dos.

Por ser u la mejor aproximacion de f, tenemos que:
If —ull < [If —pell = IIf —ull? <|If —pel® VD2 € Py

Tomamos g € Py, y sea py = u+ Ag € Py | A € R. Por tanto, como py € Py,
tenemos que:

1f=ull® <[|f—u=Agl]* = (f—u=Ag, f~u=Ag) = || f~ul[P=2)\(f—u, g)+*||g]

Por tanto,

O<_2>‘<f_u7g>+)\2HgH2 V)\ER,VQEPQ.

Considerando la expresién anterior como una parabola en la incégnita A, te-
nemos:

A=4((f-ug))* =0

Por tanto, para que la parabola siempre sea positiva, no puede tener dos raices.
Por tanto, A = 0, lo que implica que:

(f —u,g) =0 Vg € Py

Por tanto, hemos demostrado que f(x) — u(z) es ortogonal a todos los polino-
mios de grado menor o igual a dos.

4. Interprete geométricamente la distancia que induce este producto escalar.

Tenemos que:

d(u,v) == |lu—v|| = \//_2 (u—v)%(x) dz+ (u—v)2(0) +/1 (u—v)?(x) dz

Por tanto, la distancia es la raiz del area encerrada por ambas funciones entre
[—2,—1] y [1,2] y el cuadrado de las imagenes de las dos funciones en z = 0.

Por tanto, al minimizar mediante minimos cuadrados, lo que buscamos es mini-
mizar el area entre dichas funciones en los intervalos mencionados y minimizar
la distancia en el punto x = 0.

Ejercicio 6.5.11. Se considera la tabla de datos

x| =2 | -1 0 |1]2
flx:) | =65 -15]-05|35]95

1. Calcule la aproximacién por minimos cuadrados de la funcién f(x) en el espacio
vectorial U = L{z, 2%}
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Sea la mejor aproximacién u(x) = ax + bz? € U, y consideramos el producto
escalar discreto siguiente:

(f,9) = Z f(xi)g(w;)

Calculamos los siguientes productos escalares:

(x,z) =10 (2%, 2%) = 34 (z,2%) =0

(f,z) =37 (f,2%) =14
Por trabajar con una base ortogonal, tenemos que:
L <ei7 f>
' <€i7 ei)
Por tanto,
L3 U1
FT10 S YRR
Por tanto, la mejor aproximacion de f en U es:
37 7T,
u(z) = 0% + T7°

2. Calcule las diferencias divididas de orden 1 (con dos argumentos) para los
datos de la tabla y llamelas Py, Ps, Py y Pj.

15465

Py=f[0,1]=4 P =f[1,2]=6

PQZf[_LO]:l

3. Calcule el spline ctibico de clase 1 en los nodos —2, 0y 2, s(z) € S3(—2,0,2),
tomando como derivadas en los nodos:

P+ P.
bh=P, =22 4=P
Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:
[_27 O] [07 2]
—-2]-6,5 01]-0,5
d() — 5 dl = g
—2| —6,5 -1 0|—-05 g
3 s 5 3
d1 - g dg - 6
0 | —-05 21 95
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Por tanto, el spline queda:

s(x) = { —65+5(x+2) — (x+2)%+ 2x(x+2)* si xe[-20]

=05+ 2z + 227 — 22%(z — 2) si z€l0,2]

4. Compare los valores que proporcionan el spline y la aproximacién por minimos
cuadrados en los nodos —1 y 1. ; Qué modelo elegiria?

En x = —1, tenemos:

s(—1) = —2,875 u(—1) ~ —3,288

En x =1, tenemos:

s(1) = 3,625 u(l) ~ 4,112

Por tanto, en ambos casos tenemos que el spline se aproxima mas a los valores
correctos de f.

Ejercicio 6.5.12. La longitud de una varilla L esta ligada a la temperatura por el
modelo lineal L = a + b1 . Calcula a, b por minimos cuadrados para los datos

T,(°C) | 20 | 40 | 50 | 60
L; (mm.) | 1000,22 | 1000,65 | 1000,9 | 1001,05

Se trata de una aproximacion por minimos cuadrados discreta en el espacio
vectorial P, [T = £L{1,T}.

Ejercicio 6.5.13. La observacién de un determinado proceso quimico genera la
tabla de datos siguiente

zi [1]12)15[1,7] 2

Y |5]58]65]75]84

1. Determine la curva exponencial y = ae® que ajusta dichos datos por el método
de los minimos cuadrados.

Aplicando In z, tenemos que:

Iny = In(ae’) = Ina + bx

Realizamos el cambio de variable Iny = ¢/, Ina = a’. Entonces, el problema se
reduce a calcular la mejor aproximacién y' = a’ + bx en Py = L{1, z}.

Consideramos el producto escalar discreto dado por:
5
(f.9) = Z f(xi)g(x:)
i=1
Calculamos los productos escalares necesarios:

(1,1) =5 (x,x) = 11,58 (L) =74
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5 5 5

(. 1) =) yi=) ly = (H y> ~ 9,3822
i=1 i=1 i=1
5

5 5
(,x) =) ayi=> zilny;=In (H(yi)“) ~ 14,2084
i=1 =1

i=1

Por tanto, para calcular o', b resolvemos el siguiente sistema:
5 74 a\ [ 93822 . a' ~ 1,1158
7.4 11,58 b )\ 14,2084 b~ 0,5139
Por tanto, tenemos que la mejor aproximacion es:

Y =d +br = e’ =" — y = e x 3,052100139

2. ;Cual es el valor esperado para y cuando x = 1,257

Sustituyendo en la ecuaciéon obtenida en el apartado anterior, tenemos que:

y(xr = 1,25) = 5,802

Ejercicio 6.5.14. Sea E = C(|0, 1]) dotado de su producto escalar usual y su norma
asociada y sea S el subespacio vectorial de F tal que S = L{1,z}. Dada g € F,
dada por g(z) = z* (con 0 < z < 1), considera el problema de encontrar h € S de
forma que ||g — h|| = Iur)lelgl llg — w||. {Es unisolvente? ;Por qué? En caso afirmativo,

resuélvelo.
Como las normas son no-negativas y z2 es una funcién estrictamente creciente
en Ry, podemos elevar al cuadrado. Por tanto, buscamos h € S tal que:

B2 — i 2
lg — A" = min ||g —w]|

Por definicién de distancia, tenemos que buscamos h € S tal que:
d*(g,h) = mind’(g,w)
we

Por tanto, tenemos que h es la mejor aproximacion de g en S = P;. En este
espacio vectorial, la mejor aproximacién es unica, por lo que nuestro problema es
unisolvente.

Ejercicio 6.5.15. Considere los datos

(1,3), (1,-1), (e,2).

Determine razonadamente la curva de ecuacién y = alnx + S que mejor los
aproxima, en el sentido de los minimos cuadrados.

Realizamos un cambio de variable 2’ = In z:

xX; 1 1 €
Yi 3| -1
Z=Inz|0] 0 |1
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Por tanto, el problema se reduce a ajustar y = ax’ + € P; = L£{1,2'}. Consi-
deramos el producto escalar discreto dado por:

3

(f.9) = flai)g(xs)

=1

Como dos valores de las abscisas son iguales, tenemos que no es un producto
escalar en P3 ni en Py. No obstante, si lo es P;, que es el espacio vectorial que nos
concierne.

Calculamos los productos escalares necesarios:

(1,1) =3 (' 2"y =1 1,2y =1

(y,1) =4 (y,2') =2

. - . :
Por tanto, para calcular a’, b resolvemos el siguiente sistema

3 1 BY [ 4 ] a= 1
11 a )\ 2 g=1
Por tanto, tenemos que la mejor aproximacion es:

y=r'+1l=y=hzr+1

141



	Introducción a los Problemas del Análisis Numérico
	Cálculo de la raíz de 2
	Algoritmo de Horner
	Errores
	Aritmética finita
	Ejercicios

	Sistemas de Ecuaciones Lineales
	Métodos directos
	Método de Gauss
	Factorización LU
	Factorización de Cholesky

	Normas vectoriales y matriciales
	Valores y vectores propios
	Condicionamiento

	Métodos iterativos
	Métodos de descomposición
	Métodos de relajación

	Ejercicios

	Interpolación Polinómica
	Método de Coeficientes Indeterminados
	Método de Langrange
	Método de Newton
	Forma de evaluar el polinomio de Newton

	El error de interpolación
	Método de Hermite
	Polinomio de Chebyshev
	Ejercicios

	Splines
	Unisolvencia
	Splines lineales
	Splines cuadráticos
	Splines cúbicos

	Cálculo del spline cúbico
	Splines naturales
	Splines ligados
	Splines periódicos

	Ejercicios

	Aproximación
	Motivación
	Producto escalar
	Norma
	Distancia
	Mejor aproximación
	Método para el cálculo de la mejor aproximación
	Tipos de aproximación por mínimos cuadrados
	Ejemplos de Chebyshev

	Bases ortogonales
	Algoritmo de Gram-Schmidt
	Bases ortonormales
	Utilidad de bases ortogonales

	Polinomios ortogonales
	Polinomios de Jacobi
	Polinomios de Lagrere
	Polinomios de Hermite

	Ejercicios

	Relaciones de ejercicios
	Introducción a los Problemas del Análisis Numérico
	Resolución de Sistemas de Ecuaciones Lineales
	Interpolación polinómica
	Interpolación mediante Funciones Splines
	Aproximación


